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El6szo

Euklidész miive, amelynek uj magyar forditasat veszi most a kezébe
az olvasé, a matematika ,,klasszikusa”. Mindannak nagy része, amit
a kdzépiskoldban matematikdbdl - kiilénosen pedig amit mértanbél,
geometridbdl — tanultunk, megvan mar az Elemekben. SGt, sok helyiitt
a vildgon még nem is olyan régen ezt — az Elemeket — tanitottik az
iskoldban matematika ordn. Alig is van még egy olyan munka, amely
a konyvnyomtatds feltaldlasa 6ta olyan sok kiadasban latott volna
napvildgot, mint Euklidész Elemei. — Ugyanakkor azonban a szer-
z6r8l magardl nagyon keveset, majdnem semmit sem tudunk. Kéte-
lyek meriiltek 61 egyesekben legutobb még a név helyesirasat illetGen
is.

Euklidész nevét ugyanis az Okoriak nem egyszerii i-vel, hanem
e-+1 betiikkel irtdk, amelyek eredetileg egy tin. kett6shangzét (difton-
gust) jeloltek. Ezt az utobbit Erasmus nyoman (1467-1535) régi
g6rog szovegekben ej-nek szoktik olvasni. Ez a magyardzata annak,
miért tettek kisérletet a kozelmultban tobben arra, hogy a matema-
tikus nevét is kovetkezetesen Eukleidész-nek irjdk. — Nem tartjuk
fontosnak ezt a prébalkozdst mér csak azért sem, mert ennek a mate-
matikusok korében kozismert névnek az esetében a legtobb eurdpai
nyelv ragaszkodik az 7 hanghoz. Ezt tette magaéva korabban a magyar
nyelvhaszndlat is. A magyar matematikusok kiilonben is régen
hozzaszoktak mar ahhoz, hogy Bolyai Jdnossal kapesolatban ,,nem
euklidészi” geometriardl beszéljenck. Ebben a masik, gyakrabban
hasznalt megjelolésben tehdt mir amigyis az / hangot hasznaljuk.
Azonkiviil lehet§vé teszi a hagyoményossa lett majdnem latinos
irAsméd (Euklidész) azt is, hogy megkiilonboztessiik az 6kori mate-
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matikust az ugyanolyan nev{i, de kevésbé jelentds 4. szdzadi filozé-
fustdl (a megarai Bukleidészt6l), akivel mar az Okorban gyakran
Osszetévesztették. (Az oOsszetévesztés egyébként Tiberius csaszar
koratol a 16. szazadig, tehat nem kevesebb mint mdsfél évezreden
keresztiil makacsul tjra meg ujra felbukkant.)

A matematikus Euklidészr6l tehat személy szerint tigyszélvan
semmit sem tudunk. Mindazt, amit mégis elmondhatunk réla, miivei-
bdl, f6ként éppen az Elemekbdl kell kiolvasnunk. Azt pl., hogy mikor
élhetetett, ilyen okoskoddassal szoktak megéllapitani.

Munk4jabol azonnal kideriil, hogy ezt csak a Platon és Arisziotelész
utaniidében irhattdk. Minthogy pedig Arisztotelész i. e. 322-ben
halt meg, ez maris fontos ,,terminus post quem”. De az is bizonyos,
hogy Euklidész miive megel6zi a két hires okori matematikust:
Apolldnioszt és Arkhimédészt. Arkhimédész, aki mar idézi Euklidész
Elemeit, i. e. 287 és 212 kozott élt. Euklidész tehdt nagyjabdl i. e.
300 koriil irhatta munkéjat. — JOl Osszevag ezzel a datdlassal az is,
amit anndl a Proklosznal olvasunk, aki idészamitdsunk 5. szdzadaban
élt, és akitdl rank maradt az euklidészi Elemek 1. konyvéhez irt leg-
jobb 6kori kommentar. Van ugyanis Proklosz magyardzatai kozott egy
olyan rovid attekintés a legrégibb gorog matematikusokrol, amely
ujkori foltevés szerint még Arisztotelész tanitvanyatol, a 4. szizadi
Eudémosztol szarmazhat. Ennek a tobbek 4ltal nagyra tartott eudé-
moszi attekintésnek a gondolatmenete ugyancsak megerdsiteni 1at-
szik az Euklidész életkorara vonatkozod kronoldgiai kovetkeztetést.

Ugyanigy feleliink arra a kérdésre is: Hol élhetett, vagy hol mii-
kodstt Euklidész? — A hires kés@-antik matematikus, Papposz —
akinek az életkora egyébként szintén meglehetGsen bizonytalan
(id8szamitasunk 4. szdzaddnak a vége, vagy inkabb az eleje?) — emliti
»Matematikai Gylijtemény” cim{i munkajaban, hogy a nagy Apolio-
niosz hosszabb ideig egyiitt volt Alexandridban Euklidész tanitvd-
nyaival. Eszerint tehat Euklidész is Alexandridban élt. Vagy csak ott
tanitott egy darabig? Talan éppen az alexandriai ,,Miuszeion” gazdag
konyvtara tette volna lehet6vé szamdra nagy miive Osszedllitasat?
— Ezek mdr inkabb csak taldlgatdsok Papposz adata nyoman.

Elmondja még Papposz, hogy Euklidész lelkiismeretes, nyiltszivii,
baratsagos, szerény egyéniség volt. Nem zarkozott el a nala fiatalab-
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bak otletei, okfejtése elol; szivesen meghallgatta, mérlegelte ezeket
is. Az pedig soha eszébe nem jutott volna, hogy madsok érdemeit,
gondolatait gy tiintesse fol, mintha azok t6le szdrmaznanak. — Ez az
ulobbl megallapitas nyilvin azzal f ugg ossze, hogy Eukhdesznek az_

“yolt a Cé]_]d, mintha & mmdazt, amit eload tel;es egészében sajét
miiveként akarta volna az olvaso elé tarni - ezt a gondolatot akarja
“Kiemelni Papposz megjegyzése.

Ezzel pedig mar ki is meritettiik az Euklidészre vonatkozd antik
hiradasokat. Az a két anekdota, amely ezenkiviil még Euklidész
nevéhez [liz6dik, mar nem Gt magat jellemzi. Inkabb az deriil ki
ezekbdl, hogyan gondolkoztak a régiek a matematikardl.

Elmondja pl. az el6bb mar emlitett Proklosz, hogy egy alkalom-
mal maga Ptolemaiosz kirdly, miutdn meghallgatta Euklidész egyik
matematikai tidrgyu el8adésat, azt kérdezte volna t8le: Miért nem
lehet a matematikat egyszerfibben tanitani? Euklidész pedig azt
felelte volna erre: azért nem, mert a matematikdhoz nem vezet kirdlyi
ut. — A kényelemhez szokott kiralyt és a szellemi nehézségeket biiszke
ontudattal vallal6 matematikust allitja szembe egymadssal ez az anek-
dota, és nem arrdl a ,,szerény Euklidészr6l” beszél, akit Papposz
emlitett.

Meég jellemzEbb ennél az a mdasik rovid elbeszélés, amelyet Szto-
baiosznil olvasunk, aki nagyjibol kortdrsa volt Proklosznak. Ez a tor-
ténet meg azt allitja, hogy megkérdezte egyszer valaki Euklidésztdl:
Aztan mi haszna lesz abbdl, ha megtanulta a matematika tételeit
bizonyitisaikkal egyiitt? Euklidész pedig erre — mondja tovibb a
folytatds — szolitotta volna rabszolgdjat: Adjon mar egy oboloszt a
kérdezdnek, hogy valami haszna is legyen abbdl, amit tanult. — Mert
antik elgondolds szerint azt, aki elég foldhoz ragadt ahhoz, hogy a
matematikdnak (és f6ként pedig a matematikai bizonyitdsnak) a
hasznat keresse, ahelyett, hogy belefelejtkeznék a matematikai gon-
dolatok szépségébe — azt csak igy lehet kifizetni. — Ez az anekdota
is arra vall, milyen szoros szalak fiizik a gorog, az euklidészi matema-
tikat az idealista, kozelebbrdl a platéni filozofidhoz.

Bizonyos, hogy Euklidész messze legfontosabb és legismertebb
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miive az Elemek. De mieldtt errdl beszélnénk, emlitsiik itt meg egyéb,
hasonl6képpen matematikai tdrgy munkdit, bar ezeknek egy részé-
16l éppen csak tudunk.

1. A ,,Pszeudaria’-t (,,Hamis tételek” vagy ,,Albizonyitdsok’)
pl. csak cimér6l ismerjilkk, a munka maga elveszett. Nyilvdn arrdl
sz6lhatott: hogyan keriilhetjiik el a matematikdban a téves gondolato-
kat, a rossz levezetéseket.

2. A ,,Dedomena” (= ,,Adott mennyiségek™) cimii megmaradt
munkédja azt mutatja be, hogyan szdmithaték ki bizonyos adott
mennyiségek bl mas olyanok, amelyek az elGbbiekkel Gsszefiiggenek
ugyan, de kozvetleniil nem ismertek. (A modern magyarazdok 4ltala-
ban félreértik ezt a munkét és gy fogjak 61, mintha ez valami ,,eukli-
dészi algebra” kulcsa lenne.)

3. Egy misik, a sikidomok felosztdsdrdl sz6l6 munka csak j6val
kés6bbi arab forditdsban maradt rank.

4. A ,,Poriszmoi” olyan tételeket mutat be, amelyek kozéphelyet
foglalnak el a ,,the6rémak™ és a ,,szerkesztési feladatok™ kozott.

5. Kiilén munkdja foglalkozott a ,,mértani helyekkel”.

6. Sz6lt Euklidésznek egy elveszett munkdja a ,,kupszeletekrdl™.
Ami ebben lényeges volt, az feltehetGen belekeriilt Apolloniosz hason-
16 targyu munkéjanak abba a részébe, amely szerencsére fennma-
radt. — Emlitsiik itt meg mindjart azt is, hogy Apolloniosz a kup-
szeletek elméletében messze taljutott Euklidész eredményein.

7. Fennmaradt Euklidésznek egy miive a perspektivardl, ,,Optika”
cimen.

8. A tiikorképekkel foglalkozik a ,,Katoptrika”.

9. A régi pythagoreusok zeneelméletét foglalja 6ssze az, amelyiknek
latin cime: Sectio Canonis (= ,,A kdnon metszése”), és végiil

10. elemi asztronémia a ,,Phainomena’” cimii. Az égbolt félgémb-
jének latszolagos mozgasat, a csillagok felkelését-lenyugvasat tar-
gyalja.

Annyi mindenesetre kideriil mar ebbdl a puszta felsorolasbél is:
milyen problémakoérok foglalkoztattak a gbérog matematikusokat az
i. e. 4. szdzad végén.

De joval fontosabbnak tartotta ezeknél a miiveknél mar az okor
Euklidész nagy munkéjat, az Elemeket. Err6l kapta szerzGjiik kitiin-
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tetd nevét: Sztoikheidtész = ,,az, aki az Elemeket irta*, minthogy az
Elemek neve gorogiil: Sztoikheia.

Csakugyan, jegyezziik meg itt mindjart: ugy latszik, senki sem
irt az egész Okornak Euklidészt kovet évszdzadaiban még egyszer
olyan természetii munkdt, mint amilyen Euklidész Elemei. Kiilono-
sen feltlind ez azért, mert bar igaz, hogy az egész kordbbi, Euklidész
elStti gérog matematikardl nagyon keveset tudunk, mégis biztos
értesiilésiink van arrél, hogy éppen az Euklidészt megel6z6 nem
egészen 150 év soran harman is kisérleteztek egy-egy olyan jellegii
munkdval, mint amilyen a mi szamunkra Euklidész miive lett. Az
egyik az 5. szdzad mésodik felének hires szofistija — és egyben tehet-
séges matematikusa — a khioszi Hippokratész volt. O lett az elss,
Proklosz hiradédsa szerint, aki Elemeket allitott &ssze. Ugyancsak
Proklosz emliti mint ilyen munkék szerzdit az egyébként ismeretlen
Lednt, és egy bizonyos magnésziai Theudioszt.

Bar ezek a mi szdmunkra mar csak puszta nevek — Hippokratész,
Ledn és Theudiosz, mint az Euklidészéhez hasonld ,,Elemek” szerzdi
— hiszen ezekbdl az osszeallitdsokbol semmi sem maradt fénn, sot,
lgy latszik, nem forgott kozkézen ennek a hiromnak a munkéja
mér az 6korban sem; Prokloszon kiviil egy antik szerzé sem beszél
ezekr8l a régi Elemekr6l. De egy bizonyos szempontb6l talin még-
sem lényegtelen az, hogy tudunk Euklidészen kiviil még harom
korabbi kisérletez6r6l. Ez ugyanis arra mutat, mintha egy bizonyos,
torténetileg jol koriilhatarolhaté id@szakaszban - talan éppen Eukli-
désszel zarult ez a kor — kiilonos aktualitdsa lett volna egy ilyen
természetli matematikai munka dsszedllitdsanak.

A kovetkez8kben mindenekelStt megprobéljuk kideriteni: mi
lehetett az aktualitdsa annak, hogy tobben is irtak Elemeket a mate-
matika kibontakozisdnak azon a szakaszdn, amelynek zarékove az
Okorban, a mi szemiinkben, éppen Euklidész nagy miive.

&

rAz Euklidészt magyarazé Proklosz irja a kovetkezdt:
,»Minthogy azt 4llitjuk, a matematika feltételekbd1 kiindulé tudomény,
amely bizonyos principiumokbdl (elvekbdl) vezeti le kovetkeztetéseit

11



.., annak, aki Elemeket allit ossze, kiilon kell tdrgyalnia a tudo-
many principiumait (az elveket), és kiilon azokat a dolgokat, amelye-
ket az elGbbiekbbl vezet le. A principiumokrol nem kell szdmot
adnia (ezeket nem kell bebizonyitania). De feltétieniil be kell bizo-
nyitania mindazt, amit a principiumokbdl kovetkeztet...” |

,,Principiumok’ vagy ,,elvek” a neve ebben az idézetben mindannak,
amit Euklidész mint defi ofinicidkat, posztyld!umgkat és axidmglat
sorol fel. A mésik csoport viszont - az, ami a principiumokbél kovet-
kezik — ~ a tételek (= thebrémdk) és a szerkesziési feladatok Gsszessége.
[Nevezhetjitk ezt az utébbi csoportot Osszefoglald értelemben egy-
szerfien ,,tételek”-nek is, minthogy igazdban nincs lényeges kiilonbség
tétel és geometriai feladat kozott. Minden szerkesztési feladat meg-
fogalmazhat6 tétel formdjaban is.]

Proklosz tehat egyrészt kettéosztja a matematika egészét — prin-
cipiumokra és theérémakra — méasrészt pedig leszdgezi, hogy a mate-
matikus a principiumolat nem bizonyitja be — ezeket bizonyitas nélkiil
fogadja el igazaknak. De be kell bizonyitania mindazt, amit a princi-
piumokbdl kivetkeztet. Més s szoval a matematika.olyan bebizony:to(t
dllitdsok (tételek) reudszere amelyek be-nem-bizonyitott (bizonyitas
nélkiil elfogadott) elvekre. (prmcxplumokra) épiilnek.

Valéban jol talal ez a jellemzés mind Euklidész miivére, mind
pedig az egész matematikara. A kérdés csak az: Hogyan jutottak el a
g6rogok oda, hogy igy értsék és igy épitsék f61 a matematika rendsze-
rét — mdr Euklidész eldtt? Mert nyilvanvalo, hogy Proklosznak iga-
za van. Addig, amig nem valasztjak szét egyszer s mindenkorra. a
bizonyitas nélkiil elfogadott matematikai elveket és a beléliik leveze-
tett (bebizonyitott) tételeket, gondolni sem lehet arra, hogy valaki
az Euklidészéhez hasonlé Elemeket illitson dssze. Valamiképpen
érvényesiilnie kellett az ilyen megkiilénbdztetésnek mar annak a
masik harom szerzének az esetében is, aki Euklidész el6tt az 6véhez
hasonlé feladatra vallalkozott. — De nézziik csak meg kozelebbrél,
mi az értelme egyaltalan az elvek és tételek szétvalasztisinak.

Ha megelégednénk olyan vélasszal, amilyent erre a kérdésre
Arisztotelész kdvetdi adndnak, egyszerfien azt is mondhatnank: Bizo-
nyitas nélkiil igaznak kell elfogadnunk a tételek egy részét (a princi-
piumokat), mert ha nem tennénk ezt, ha be akarnank bizonyitani
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ezeket is, akkor ez a torekvésiink elkeriilhetetleniil regressus ad infini-
tumhoz vezetne.

Bar ez kétségteleniil igy van, de magyardazatnak ez taldn mégsem
elég. Mert ez a megokolds nem hivja fel a figyelmet arra, hogy az
elébb feltett kérdés tulajdonképpen a bizonyitdssal elérhetd evidencia
problémdjdhoz kapcsolodik.

Annak a kordbbi matematikai ismeretnek, amelyet az ember a min-
dennapi életben oly gyakori szamolasok, mérések sordn szerzett meg,
még aligha volt sziiksége elméleti bizonyitdsra. Hiszen gyakorlati,
empirikus ismeret volt ez, amelyet maga az empiria, a gyakorlat
igazolt.

Ha egyelGre a matematika keretein beliil maradunk, és igy vizsgaljuk
a kérdést, valésziniibb, hogy a bizonyitds sziikségességének a gon-
dolata inkabb az olyan matematikai természetli megfigyelésekkel
kapesolatban meriilt f61, amelyeknek helyes vagy helytelen voltarol
pusztdn a gyakorlat, az empiria alapjdn nem lehet donteni. Tlyen tapasz-
talati uton el nem donthetd elemi matematikai megfigyelés pl. a kovet-
kezG kettd.

1. Bizonyos, hogy a gorég matematikusokban egyszer fol kellett
meriilnie a kérdésnek: Tegyiik f6l, hogy adva egy négyzet, amelynek
az oldalat valamilyen mértékszammal fejeztiik ki. Mekkora lesz ennek
a négyzetnek az 4tldja ugyanazokban a mértékegységekben kifejezve,
mint amelyeket az oldal megmérésére alkalmaztunk? — Kézenfekvé,
hogy egy ilyen kérdésre kezdetben méréssel vagy szamitdssal keresik
a valaszt. Aztdn észreveszik, hogy hidba prébalkoznak, nem taldlnak
sem egész-, sem tortszamot, amellyel a négyzet atlojat az oldalhoz
tudndk mérni. Azt tapasztaljak, hogy a legjobb esetben is csak meg-
kozelitik a keresett mértéket. Dehat csakugyan igy lesz ez minden
esetben? — Erre a kérdésre a gyakorlat nem ad megnyugtatd valaszt.
Mert a prébalkozas csak azt mutatja, hogy az adott konkrét esetben
nem sikeriilt a kisérlet. De vajon nincs-e mégis a végteleniil sok ki nem
probalt eset kozott olyan is, amely mds eredményre vezet? Végteleniil
sok esetet nem probalhatunk ki, a préba mindig csak véges szami
lehet.

2. Ugyanigy nem donthets el empirikusan a kovetkezd egyszerii
aritmetikai probléma sem. — Kénnyii belatni azt, hogy a természetes
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szamok sora végtelen, azaz: nincs legnagyobb természetes szdm. Mert
barmilyen nagy szamot vesziink is példaként, mindjart hozzdadhatunk
még l-et, és ezzel mdris tiljutottunk azon, amelyet az el6bb fel-
tételesen ,,legnagyobb szamnak™ vettiink. De prébéljuk meg most ezt a
gondolatmenetet egy kissé érdekesebb formdban. — Osszuk a termé-
szetes szamokat két csoportba. Legyen az egyik csoport azoké a sz4-
moké, amelyeknek nincs valédi osztdjuk, mint 2, 3, 5, 7, ...; ezek
az un. primszamok, amelyek ti. csak onmagukkal és az egységgel
oszthaték (ezért mondjuk réluk, hogy ,.nincs valddi osztéjuk™).
A masik csoportba pedig tartozzanak azok a szdmok, amelyeknek
van valédi osztéjuk. BEzek az utdbbiak az dsszetett szdmok. Ezek ti.
felépithet6k mint csupa primszam szorzatai, dsszetételei, pl. 6 = 2.3.
— Azt mér belattuk az el6bb, hogy ,,nincs legnagyobb természetes
szam”, vagyis: a természetes szimok sora végtelen. De hogy allunk
a primszdmokkal? Ezekbdl is végtelen sok volna tdn? Vagy van
esetleg egy ,,utolsé”, ,,legnagyobb primszam”, és mindaz, ami ezutin
jon, ami nagyobb ennél, az mar csak osszetett szam lehetne, amelyet
nala kisebb primszamok szorzataként allithatndnk el3?

Vilagos, hogy ez a probléma sem donthetd el empirikusan, azzal,
hogy egyszertien hivatkozunk arra, amit tapasztalunk. A tapasztalds
helyett ebben az esetben is elméleti bizonyitdshoz kell folyamodnunk.

Mai torténeti tudasunk szerint az elméleti bizonyitis problémaja
a gorogoknél legkordbban nem a matematikdban, hanem az un.
eleai filozéfidban meriilt f6l az 1. e. 5. szdzad elsS felében. Az eleai
iskola képviselSi — Parmenidész, Melisszosz és Zéndn — azt tanitottk,
hogy a tudds, amelyet érzékszerveink utjan nyert tapasztalasbol meri-
tiink, azaz: empirikusan szerziink, megbizhatatlan, félrevezetd.
Az érzékszervek Utjan nyert benyomdasok énmaguknak ellentmondd
allitisokra vezetnek. Az eleai filoz6fusok csakugyan ki is tudtdk
mutatni az ellentmondéast még az olyan legegyszeriibb 4llitdsokban
is, amelyeknek helyességét a mindennapi életben rajtuk kiviil senki
sem merte volna kétségbevonni. Ezzel kdzvetve arra is ramutattak,
hogy hamisnak, tévesnek tekintend6 az az allitas, amely ellentmon-
désra vezet. (Helyes, vagy igaz csak a megcéfolt allitis ellenkezdje
lehet.)

Ugy latszik, az eleai filozéfia képviseldi kezdetben beérték a puszta
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cafolassal. A folytonos céafolgatds azonban konnyen szofisztikdba
torkollik. Ha minden allitasban ki tudjuk mutatni az ellentmond4st,
akkor ez egyértelmii azzal, hogy ,,igaz 4llitds” tdn nem is lehetséges.

Volt azonban az eleai filoz6fia toviabbépitésének egy masik lehetd-
sége. Ki lehetett indulni olyan 4llitAsokbdl, amelyeknek igaz voltit
minden kétségen feliil 4ll6nak tartottdk. Ezeket el lehetett fogadni
ellen8rzés nélkiil. Ezekre épithették a tovabbi vizsgalddést, és most
mar csak azt kellett ellendriznick: melyek azok a tovabbi allitisok,
amelyek Osszhangban vannak a kiinduladsul elfogadott, az alapul
vett allitdsokkal.

fgy bontakozott ki az eleai filozéfia vitdibol az a gordg dialektika,
amelyet kiilondsen Platén miiveib6l ismeriink. Ennek a dialektikdnak
egyik kikristalyosodott forméaja az euklidészi matematika.

Amint latjuk, el6feltétele volt annak, hogy valaki kisérletet tegyen
az Buklidészéhez hasonlé matematikai Elemek 0Osszedllitisira, az
alabbi harom:

1. MindenekelStt meg kellett lennie annak az igénynek, hogy a

matematikai ismereteket szabatosan megfogalmazott allitdsokba -
tételekbe — foglaljak, és hogy ezeket a tételeket be is bizonyitsdk.
(Tételeket ti. a kordbbi, a gorogség elGtti matematika még egyiltalan
nem fogalmazott meg.)
- 2. Ré kellett jonniok arra, hogy a matematikai bizonyitds nem lehet
egyszerfien a tapasztalatra, az empiridra valé hivatkozas. Eppen
ellenkezGleg: annak a matematikusnak, aki Elemeket akart Gsszealli-
tani, az absztrakcionak olyan fokara kellett emelkednie, amely mar
elfordul a kozvetleniil, az érzékszervekkel tapasztalhaté anyagi valo-
sdagtol. Az elméleti bizonyitds csak elméleti megfontoldsokbdl indulhat
ki. ;

3. Ahhoz, hogy valaki Gsszedllitsa a matematikai természetii alli-
tdsoknak (tételeknek) valamiféle rendszerét, bizonyitasaikkal egyiitt,
okvetleniil kisérletet kell tennie arra is, hogy megallapitsa: melyek
azok az allitdsok, amelyeket elfogad bizonyit4s nélkiil, milyen princi-
piumokra, elvekre épiti rendszerét. — Feltehet§, hogy a matematikai
principiumok Osszedllitasat prdbdlkozdsok el6zték meg. Nem valo-
szinii, hogy azokat a matematikai elveket (definiciokat, posztulatu-
mokat és axiomékat), amelyeket Euklidész miivében taldlunk, barki
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mar az elsG probalkozasra hidnytalanul Gssze tudta volna Allitani.
Ezért van az, hogy még Arisztotelész is — aki pedig majdnem egy
egész évszdzaddal kés6bb élt, mint az a khioszi Hippokratész, aki
elsének allitott ossze Elemeket — hosszasan értekezik arrél, milyenek
legyenek a matematika bizonyitds nélkiil elfogadott elvei.

Igaz, nem tudjuk, milyen mértékben ismerték f6l ezt a hirom
kovetelményt mar Buklidész clbtt azok a szerzdk, akik éppenugy,
mint 6 maga, megprobaltdk Osszedllitani a matematika Elemeit,
és mennyire tudtak ki is elégiteni az ilyen igényeket. Arra sem vallal-
kozhatunk ebben az Osszefiiggésben, hogy magabdl Euklidészbdl
mutassuk ki a korabbi Elemek nyomait. Elégedjiink meg itt azzal a
megallapitassal, hogy az euklidészi Elemek magas tudomanyos szin-
vonala, a bizonyitdsok szigorusiga, vildgos, tiszta megfogalmazasa,
egyszéval: mindaz, ami Euklidészben az évszdzadok hosszu sordn 4t
felillmnlhatatlannak latszott, és amin tigyszélvan csak a legijabbkori
matematika tudott tilhaladni — mindez megerGsiteni latszik az elgon-
dolast, hogy nemcsak az Elemek egyes tételei, hanem magdnak az
egész miinek a felépitése is tobb megeldzs kisérlet utdn érlelédott
olyannd, amilyen formdban rdnk maradt.

Arra a kérdésre tehat, hogy mi lehetett az aktualitdsa annak, hogy
mar az Euklidészt megel6z6 masfél évszazad sordn tébben kisérletez-
tek azzal, hogy matematikai Elemeket irjanak, 6sszefoglaléan csak a
kovetkezdket felelhetjiik.

Az eleai filoz6fusok rajottek arra, hogy az érzékszervek utjan
nyert benyomasaink, tapasztalataink megbizhatatlanok. Az empiria
onmagaban nem vezet igazi tuddshoz. Kimutattak azt is, hogy az
onmaganak ellentmondo allitis nem lehet igaz. (Ezzel kozvetve az
ellentmonddsmentességet tették meg az igaz allitds kritériumanak.)
Ilymédon egyrészt folmeriilt a bizonyitds igénye, masrészt pedig Ossze
kellett allitani (legalabb is a matematikdban) azoknak a lehetGleg
,.egyszerii” tételeknek a rendszerét, amelyeket bizonyitds nélkiil
igaznak tarthattak; ezek lettek a matematika elvel, principiumai.

Bizonyara nem véletlen az, hogy ezek a torekvések éppen abban az
id6ben vezettek egymdasutdn t6bbszor is Elemek Osszeallitdsara, ami-
kor, gy latszik, az egész gorog szellemi életre kiilonben is erdsen
hatott az eleai filozéfia. (Elég lesz itt taldn emlékeztetni a ,,latszat”
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és a,,valdsag” ellentétének problémajara, amely ugyanebben az idében
annyira foglalkoztatta az egész gorog irodalmat. Igazdban ezt a
problémat is az eleai tanitis 4llitotta az érdekl6dés kozéppontjdba.)
Nagyjabdl az 1. e. 450-t61 300-ig terjedd kor ez.

Befejezésiil egészitsiik ki ezt a kitérést az Elemek bizonyitasformai-
nak rb'vid éttekintésével
e kettd koziil a ﬁgyelmet arra, amelylket az 5. szdzadi Platon mint a
matematikara kiilondsen jellemz& bizonyitast emleget. Ez a reductio
ad absurdum, vagy mas néven indirekt bizonyitds.* Ez volt mér az
eleai filozo6fusok (Parmenidész és Zenon) gyakran alkalmazott okos-
koddsa. Ez abbdl 4ll, hogy kimutatja: igaznak kell lennie a bizonyi-
tisra klszemclt tételnek, mert. ugyanennek az ellenkezdje — az 4llitas
tagadasa — ellentmondésra vezet, s ezért nem lehetséges.

“Pl. az el8bb emlitett két tétel koziil az elsdt — azt, hogy a négyzet
oldala és atloja nem dsszemérhetd mennyiségek — a kovetkez8 okos-
kodassal bizonyitja be Euklidész (v. 6. az Elemek X. 27. fiiggelékével).

MindenekelGtt fogalmazzuk meg a bebizonyitandé tétel ellenkezé-
jét: ,,a négyzet oldala és atléja dsszemérhets™. (Ezt az utdbbit fogjuk
tehat cafolni.)

A négyzet atlojara és két oldalara érvényes Pythagorasz tétele:
az atfogd (ebben az esetben az dtld) négyzete egyenlS a két befogdra
(a négyzet oldalaira) emelt négyzetek Gsszegével. Tehat

di= 24g%

Ha d és a 6sszemérhet8, akkor ez a két szdm relativ prim. (Illet6leg,
ha nem relativ prim, akkor addig egyszertisitjitk Sket, mig relativ
primek lesznek.) A felirt képlet arra vall, hogy & pdros szam. Mert
csak pdros szam lehet egyenlS egy madsik szdm dupl4javal. Persze,
ugyanigy paros szam d is. Mert csak paros szamnak a négyzete paros.

* Pdlya Gy. kdnyve (A gondolkodas iskoldja, Budapest 1957. 199) kiilonbséget
tesz a reductio ad absurdum (= visszavezetés a képtelenségre) és az indirekt bizo-
nyitds kozott, minthogy az elGbbi cdfol egy tételt (x ), az utdbbi pedig az ellenkezd
tételt (non x) allitja. A két név tehat ugyanazt a valamit két ellentétes oldalrol
mutatja be: éppen azaltal, hogy ,,x”-et cafoljuk, bizonyitjuk ,,non-x"-et.



De éppen ezért a-nak pdratlannak kell lennie, hiszen megegyeztiink
mar abban, hogy d és a relativ primek.
Ha viszont d paros (d = 2m), akkor az el8bbi kepletet igy is irhat-
juk:
(2m)? = 24®, vagyis 4m? = 2a2.

Ha most ennek a legut6bbi egyenletnek mindkét oldalét osztjuk 2-vel,
akkor azt kapjuk, hogy 2m?* = @®. Ez viszont arra vall, hogy a pdros
szdm, mert csak paros szam négyzete lehet egyenld egy masik szamnak
a duplajaval.

Dehat lehet-e valamely szam egyszerre paros is meg p4ratlan is
- mert az elébb arra az eredményre jutottunk, hogy ,,a-nak paratlan-
nak kell lennie”? — Nyilvanvald, hogy nem. Okoskodasunk, amely
egyébként hibatlan volt, azért vezetett abszurd ellentmonddsra, mert
kiinduldsunk volt téves: az az allitas, hogy ,,a négyzet oldala és 4tl6ja
osszemérhet6”. Miutan pedig ezt megcafoltuk, ez egyszersmind bizo-
nyitas arra is, hogy a tétel ellenkezGje igaz: ,,a négyzet oldala és 4tl6ja
nem Osszemérhetd™.

Az alapvet8, bizonyitas nélkiil elfogadott elv, amelynek segitségével
sikeriilt megcafolnunk bebizonyitandé tételiink ellenkezdjét, mind-
oOssze ez volt: ,,valamely szdm nem lehet egyszerre paros is, meg parat-
lan is”. Ez a principium pedig nem egyéb, mint a paros és paratlan
szdm definiciéjanak m4s megfogalmazisa. — Ezen az elven kiviil
sziikségiink volt még a bizonyitashoz a Pythagorasz-tételre; ezt az
adott esetben mdr elézbleg bebizonyitottnak vettiik.

Vegyiik észre azt is, hogy a bemutatott bizonyitds nem valamely
konkrét négyzeten illusztrdlja az 4tlé és az oldal Ssszemérhetetlen-
ségét, hanem érvényes minden négyzetre. Mert bdrmely négyzet atlo-
jat és oldalat jeldlheti d és a — két mennyiség, amelyet a bizonyitds
sordn ,,szdmoknak” gondolunk. Minden négyzet esetében érvényes az
4tléra és oldalra a Pythagorasz-tétel. Es minden szdmra érvényes az,
hogy vagy paros, vagy paratlan, de nem lehet egyszerre mind a kettd.
— Ez a bizonyités tehdt valoban minden, azaz: végtelen sok négyzetre
érvényes.

Szinte még elegdnsabb ennél az, ahogy Euklidész az elbb példa-
ként emlitett mésik tételt bebizonyitja: a primszdmok sorozata vég-
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telen.* Ennek a tételnek az indirekt bizonyitdsdhoz ti. szinte nem is
kell egyéb, mint a primszamnak és az Osszetett szimnak az a két
definicidja, amelyre fontebb mar utaltunk.** A gondolatmenet nagy-
jabdl a kovetkezS:

Folallitjuk a bebizonyitandé tételnek ellentmondé 4llitdst: ,,Eld-
allithaté a primszamok véges sorozata”. Errdl az allitasrol kell a bizo-
nyitdsnak kimutatnia, hogy ez téves, azaz igazdban: ,nem 4111 t-
hatoé eld a primszdmok véges sorozata”.

Ha csakugyan elallithaté a primszamok véges sorozata, akkor ez
azt jelenti, hogy folirhatunk — esetleg egy nagyon hosszii sorban —
minden primsziamot. Szimbolizalja pl. a kévetkezd hidrom betli — a, b
és ¢ — a primszamok egész sorit, mintha ezeken kiviil mar nem is
volna t6bb primszam.*** Szorozzuk Ossze ezeket mind, és legyen

Q= ab-c
valamilyen Osszetett szam. Kérdés: Milyen szdm lesz akkor
(O+1)=ab-c+1?

Nyilvdn csak két lehetSségre gondolhatunk: vagy primszdm, vagy
Osszetett szam. Nézziik meg kiilon-kiilon, mit jelent e két lehetSség.
1. Ha primszédm (a-b-c+ 1), akkor nem igaz az, hogy az elbbi
sor a, b, ¢ tartalmaz minden primszamot. Akdrmilyen sokat is szim-
boliz4l ez a hdrom betii, van ezeken kiviil még t6bb primszim is,
maris talaltunk egyet: (a-b-c-+1).
2. De el8fordulhat az is hogy (a-b-c+ 1) dsszetett szam. [MielStt

* Elemek IX. 20. Az eredeti megfogalmazas szerint: ,,76bb primszdm van,
mint a primszdmok elé4llithatd sorozata™. V. Pélya Gy. i. m. 199,
** Buklidész a IX. 20. bizonyitdsdban utal a VII. 36. és VII. 31. tételre is. Ez az
utobbi kettS azonban felfoghato Ggy is, mint kizvetlen kévetkezménye az ,,0ssze-
#*% Jellemzd Euklidész tomorségére, hogy az 6 bizonyitdsaban csakugyan mind-
Ossze hdrom betli szimbolizdlja a primszdmok elképzelt ,.teljes sorat”. Ugyanez
modern 4tirdsban (pl. az emlitett Pdlya-konyvben) igy néz ki:

2357 P
ahol P az elképzelt ,,legnagyobb primszim™,
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tovabb vizsgalnank ezt a lehetGséget, tegyiik félre egy pillanatra Eukli-
dészt, és kérdezziik meg, t6le fiiggetleniil: Csakugyan elSfordulhat
az is, hogy osszetett szdmot kapunk, ha I-gyel noveljiik a primszdmok
valamilyen szorzatdt? — Hogyne! Vegyiik pl. ezt a két primszamot:
2 és 13. Ezeknek szorzata 2.13 = 26 Osszetett szam, de ugyancsak
Osszetett szam az 1-gyel nagyobb 27 is.] Ha tehat Gsszetett szdm
(0+1), akkor ennek — az Osszetett szdm definiciéja értelmében —
osztoja kell legyen valamely primszdm. De ez az oszté nem lehet
egyik sem azok koziil a primszamok koziil, amelyeknek szorzata
O = a-b-c, mert ha ezek koziil barmelyikkel osztjuk is Q-+ l-et,
maradékul 1-et kapunk. Ez azt jelenti: csak olyan primszam lehet a
0+ 1 Bsszetett szam osztdja, amelyet az elGbb kifelejtettiink, amikor
azt hittiik, hogy a, b és c-vel felsoroltuk a primszdmokat mind. [Ha a
elébbi illusztrals példara gondolunk, a 2-13+ 1 = 27-nek nem osztdja
a két primszam, 2 és 13 koziil egyik sem, de osztdja egy ,.kifelejtett
primszam”: a 3.]

Léatjuk tehat: egyik esetben sem sikeriilt Osszedllitanunk a prim-
szamok teljes (véges) sorozatat, tobb primszam van, mint amennyit
barmikor is fel tudndnk sorolni: a primszdmok sora végtelen.

Feltiinhet ezen a bizonyitdson az is, hogy bar azt allitjuk: tobb
primszdm van, mint amennyit fel tudunk sorolni, és bar a bizonyitas
csakugyan abbdl all, hogy ramutatunk: a felsoroltakon kiviil — bar-
milyen sokan legyenek is — lennie kell még legalibb egy primszdmnak,
de igazdban mégis fiigg6ben marad: Melyik hit az a sorozaton
tali primszdm, amelyikr6l beszéliink? Mert ez lehet: (a-b-c+1), de
lehet egy olyan is, amelyikr8l csak azt tudjuk, hogy nem a, nem b
és nem c.

tott — élhtést (pnnc1p1umot) vagy esetleg mar kordbban bebizonyi-
tott, 1gazoIt tételt tigy allitunk Ossze, hogy magab6l az &sszeallitas-
bbl, a szintézishgl deriiljon ki: a bebizonyitand6 tételnek sziikség-
szertien igaznak kell lennie, mert ez valéjiban nem is egyéb, mint
,.kovetkezménye” ismert és elfogadott principiumoknak vagy kordb-
ban igazolt tételeknek,
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A kovetkezOkben bemutatok Euklidész nyomédn egy ilyen négy
1épésbdl 4ll6 (I-IV.) szintetikus bizonyitast. De mielStt idézném
magat a tételt és bizonyitasdt, érdemes lesz elGrebocsatani itt két meg-
jegyzést. Egyrészt azt, hogy az alabb idézend§ tétel annyira egyszerti,
hogy bizonyitasa tulajdonképpen folosleges. A szemlélet kozvetleniil
és azonnal igazolja az allitdst. Nem valodszinii, hogy ezt barki — aki
egyaltalan megértette, hogy mirdl van sz6 — valaha is megprébalta
volna kétségbevonni. A bizonyitds tehat ebben az esetben — amint ez
egyébként tobbszor el6fordul az Elemekben — oncélil. Aki ezt megszer-
kesztette, az nyilvan csak azt akarta a bizonyitassal illusztralni: ime,
ez a tétel sem egyszerii principium, hanem levezetett thedréma. —
Masrészt érdemes lesz felhivni a figyelmet arra is: a bemutatandé szin-
tetikus bizonyitds elsG lénése maris utalds egy madsik, kozvetleniil
elStte bebizonyitott és még egyszeriibb tételre. Csak azért nem ezzel
a masik tétellel illusztralom a szintetikus bizonyitdsformat, mert ez
tilsagos egyszeriisége miatt mar nem is instruktiv.

A tétel tehat, amelynek bizonyitdsardl szo lesz, az Elemek I. kény-
vének 15. theérémaja, igy hangzik:

Ha két egyenes metszi egymdst, a keletkezd csiicsszogek egyenldk.”

Arrol van tehat szd, hogy az AB és a CD egyenesek amelyek met-
szik egymadst, az o és § csiics- A
szdgeket alkotjak; o és § pedig
egymas kozott egyenlSk. (Ter-
mészetesen csiicsszog a masik
ketts is; ¥ és a vele szemben
fekv@, amelyet az 4bran nem
betliztiink meg. Beszélhetnénk o
ennek az utdbbi kettének az
egyenlGségérdl is.)

Euklidész, hogy a bizonyitdst megkonnyitse, megbetiizi a két egye-
nes metszéspontjat is, amely egyben a keletkezd csticsszogek kozos
pontja: E. A bizonyitas maga a kovetkezd négy 1épésbdl all.

I. Az 4B és az ED egyenesekre pillantunk, és megallapitjuk: a
két egymas mellett fekvs szdg oOsszege két derékszog: y+o = 2R.
Eppen ezt mondja ki ti. a kordbban bebizonyitott 1. 13 tétel:

»Ha 1gy keletkeznek szogek (y és «), hogy egy egyenest (AB) dlli-
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tunk egy egyenesre (ED), akkor vagy két derékszog, vagy (0sszegben)
két derékszaggel egyenld szogek keletkeznek.”

[Kozbevetbleg azt is megjegyezhetjitk, hogy ez az éppen idézett
tétel csak kiegésziti az egyik principiumot, az I. konyv 10. defini-
cibjat: ,,Ha valamely egyenesre egyenest dllitunk 1igy, hogy egyenld
mellékszdgek keletkeznek, akkor a két egyenlé szog derékszog, és
az dllé egyenest merélegesnek mondjuk arra, amelyen dll.”’]

II. A mésodik 1épés csak abban kiilonbozik az elsGt6l, hogy most a
CD és AE egyenesekre pillantunk, és megallapitjuk, hogy a 8 és y
sz0g oOsszege is két derékszog kell legyen: S+y = 2R. Ezekre is
érvényes ti. az el6bb idézett tétel, mert most is egy egyenesre (CD)
4llitottunk egy mésik egyenest (AE), és most is két szog keletkezett
egymas mellett: § és p.

III. A harmadik 1épés abbdl all, hogy észrevessziik: van két olyan
egyenletiink, amelyeknek jobb oldalai azonosak:

y+a = 2R
és f+y = 2R

Ezekre érvényes az Elemek egyik principiuma, az 1. axioma: ,,Ha két
mennyiség egyenld egy kozds harmadikkal, akkor a két mennyiség
egymds kozott is egyenld.” Azaz:

y+a=p+y.

IV. Végiil pedig negyedik 1épésben észrevessziik, hogy 1ij egyen-
letiinknek mind a bal, mind a jobb oldaldn egyformin szerepel
ugyanaz a y mennyiség. Erre tehdt alkalmazhatjuk az Elemek egy
masik principiumat, a 3. axiémét: ,,Ha egyenlékbdl egyenldket
vesziink el, a maradékok egyenldk lesznek.” Vonjuk ki az egyenlet
mindkét oldalabdl y-t; utdna ez marad:

(Z:ﬁ.

Eppcn ezt akartuk bebizonyitani: a két csficsszdg, « és S egyenld.
Latjuk tehat: a szintetikus bizonyitds felépitése abbdl all, hogy
ugy csoportositunk, illet6leg alkalmazunk ismert és mar igaznak
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elfogadott allitisokat (principiumokat vagy mar kordbban elfogadott
tételeket), hogy alkalmazasuk, azaz a veliik végzett miiveletek kozvet-
leniil vezessenek el a bizonyitandé tételhez.

Ahhoz, hogy a targyalt tételt ne egyszerfien csak a szemlélet alap-
jan fogadjuk el igaznak, hanem azt is beldssuk, hogy ennek csakugyan
sziikségszeriien igy kell lennie, hdrom masik mar kordbbrol ismert
tételre kellett gondolnunk. S6t, a harom koziil az egyiket egymdésutén
kétszer is alkalmaznunk kellett (14sd az I. és a II. 1épést), mert csak
igy jutottunk kozelebb a célul kitiizott bizonyitdshoz. Azonkiviil
nem elég még az sem, hogy egyszeriien csak hivatkozzunk a hirom
folhasznalt tételre. Elengedhetetlen a bizonyitdshoz — legaldbb rész-
ben — az alkalmazott tételek fontebb kovetett sorrendje is. A TI1. és IV.
1épés csak az 1. és II. utan keriilhet sorra.

Az Elemekben. talalhaté bizonyitdsok nagy része feltehetSen éppen-
Tigy az Euklidész el8tti korbol szdrmazik, mint a tételek és szerkesz-
‘tések tobbsége. Vannak esetek, amelyekben a torténeti kutatas | konkré-
ten ki is tudta mutatnia kordbbi eredetet. Az egyik fontebb bemuta-
tott bizonyitdssal kapcsolatban pl. mar Arisztotelész elmondja,
hogy ezt a négyzetre vonatkozé tételt azzal szoktik bizonyitani: ha
Bsszemérhetd lenne az 4tl6 és az oldal, akkor ugyanannak a szdmnak
kellene egyszerre parosnak ¢és paratlannak lennie. — Euklidész tehét
ebben az esetben készen vette 4t a hagyoményos bizonyitdst miivébe.

Vannak viszont az Elemekben olyan tételek is, amelyekkel kap-
csolatban az antik forrdsok éppen a bizonyitast vagy a tétel 4ltala-
nositasat tulajdonitjdk Euklidésznek. Proklosz pl. a hires Pythagorasz-
tételr8l mondja &szinte csoddlattal, hogy ennek a bizonyitdsa az
Elemekben (I. 47) magitdl EuklidésztSl szdrmaznék, és mindjart
hozziteszi azt is, hogy ugyanennek a tételnek egyik altalanositisa a
VI. kényben (31.) ugyancsak az Elemek szerzdjének a mfive lenne. -
Taldn nem lesz folosleges megemliteni itt mindjart azt is, hogy a
modern kutatds ebben az osszefiiggésben némi szkepszissel fogadta
Proklosz szavait. Egyrészt kétségbevontdk, hogy az adott bizonyitds
(1. 47) csakugyan Euklidészt8l szdrmaznék, masrészt viszont — ami a
tétel dltaldnositasat illeti a VI. kdnyvben (31.) — a bizonyitast talaltdk
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kissé elnagyoltnak, hidnyosnak — egyéltaldn nem csatlakozva ezittal
Proklosz lelkesedéséhez.

Ne feledkezziink meg arrél sem, hogy azok, akik a legutobbi évti-
zedek soran behatébban foglalkoztak az Elemekkel, nem a ,,nagy
matematikust” lattdk Buklidészben, nem is ,,rendszerez6 munk4jat”
emelték ki, inkdbb didaktikai érdemeit hangsilyoztik. Egyben utal-
tak ezek a megfigyel6k arra, hogy a 13 konyvbél allé Elemek szin-
vonala kordntsem mindeniitt egységes. Vannak benne egészen kivalo,
elsérangti matematikusra valld részek, de olyanok is, amelyek azt a
benyomist keltik a modern olvaséban, mintha az el8bbieknél jéval
gyengeébbek lennének. Ezt azzal magyar&zték hogy Eg_glgj;_g_r_lm a kony-

d

Tekintsiik 4t ezek utdn nagy vondsokban az Elemek elso 13 konyve-
nek a tartalmat. Csak ezek a konyvek szdrmaznak ugyanis kétségtele-
niill magatél BuklidésztGl. Bar van az Elemek legtébb fennmaradt
kéziratdban - a kés6-Okorra mennek vissza ezek mind — egy XIV.,
s6t még egy XV. konyv is. De tudjuk errél a kett6r8l, hogy ezeket csak
utélag csatoltak Euklidész munkdjihoz. A XIV. kényv szerz8je az
alexandriai Hypsziklész volt az i. e. 2. szdzadban. A XV. koényv
pedig még késGbbi eredetii, id8szamitasunk 6. szdzadabdl valo.

Azonnal feltiinik mindenkinek, aki ezt a munkdt elfogulatlanul
veszi a kezébe, hogy Euklidész tulnyomoérészt a geometridval foglal-
kozik; az aritmetika ezen beliil csak egészen aldrendelt szerephez
jut, nem is foglalkozik vele tobb csak az Elemek hdrom kényve: a
VII., VIII. és IX. Pedig ez az eljaras egyaltalan nincs 6sszhangban
azzal, amit Proklosz az Elemekhez irt kommentarjiban, az tin. ,,ma-
sodik el@széban” kifejt. A magyardzé ugyanis egyértelmifen leszo-
gezi: a matematika tudomanya két részbdl 4ll: aritmetikdb6l és geo-
metridb6l. SGt Proklosz nyomatékosan hangstilyozza: a geometriat
pedig csak a mdsodik hely illeti meg az aritmetika utdn. A megokolas
erre a rangsoroldsra kettGs:

Egyrészt a szdmok elvontabbak (absztraktabbak) mint a geomet-
riai idomok. A szdmok kozott van olyan legkisebb, amelybdl minden
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tovabbi szam felépithetS: az 1. (A gorog aritmetika ragaszkodott az
1 oszthatatlansigdnak a gondolatihoz. Kisebb szdm mint 1 nincs.
A torteket két-két szdm ardnya helyettesiti.) De nem igy a geometria.
A geometridban nincs legkisebb; itt megvan a ,,végteleniil oszthat6”;
ahol pedig ez follép, ott mindjart jelentkezik az is, amit a gérégok
alogonnak (,,ésszel f6l nem foghaténak®) neveztek.

Bizonyos, hogy Proklosz rangsoroldsa csakugyan sokkal jobban
megfelel a gorég tudomany szellemének, mint az, hogy Euklidész elsé
helyre teszi a geometriat, és csak mellékes szerepet biztosit az arit-
metikdnak. Mi lehet ennek a magyardzata? — Barmilyen kiil6nds is,
de be kell ismerniink: az Euklidésszel foglalkozé modern irodalom
nem adott eddig 4ltalanosan elfogadott vilaszt arra a kérdésre:
miért lett a gorog matematika tulnyomorészt geometria ?

Aligha lehet igazuk azoknak, akik a geometria el8térbe keriilését
a régi gbrogok szemléletességre tdrekvésével akartik magyarazni.
Az euklidészi tudomény igazdban nem szemléletes, sGt igyekszik
tudatosan hattérbe szoritani a szemléletességet.

En magam mdr kordbban azzal prébiltam megokolni a geometria
tulsulyba jutdsat, hogy utaltam arra: minden jel arra mutat, hogy a
deduktiv gbérog matematika kibontakozasanak kordban jéval nehe-
zebb probléma volt a geometria elvi megalapozisa, mint az aritmeti-
kaé. Bz mar 6nmagaban is fontosabba tehette a geometria Elemeinek
az Osszéllitasat. — Hozzéflizhetem ehhez most mint tovabbi érvet azt
a megfigyelést, hogy a pythagoreusok fontos matematikai diszciplindja
volt az asztrondmia. Bz pedig a goérogoknél sokkal inkdbb geometria
és nem aritmetika. Ez is hozzdjarulhatott ahhoz, hogy elvben ugyan
az aritmetikat tartottdk a matematika els§ szdmu részének, de mégis
fontosabbnak érezték az Elemekben a geometria kidolgozasat.

Az 1. konyv a 13 koziil az egyik legérdekesebb; nemcsak azért, mert
— ami a folépitést illeti — egyike a legjobban kidolgozottaknak. Szinte
kaprazik belé a szemiink, amikor észrevessziik: ennek a konyvnek
mind a 48 tétele szigorti sorrendben kéveti egymést, mint mondani
szoktdk: minden tétel vaskovetkezetességgel épiil a megel&zGekre, mig
el nem éri a targyalds az elGre kitiizott célt: a 47.-ben a Pythagorasz-
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tételt, a 48.-ban pedig ugyanennek a megforditdsat: ,,ha a hAromszog
egyik oldaldra emelt négyzet egyenld a masik két oldalra emelt négy-
zetek Osszegével, akkor derékszogli haromszoggel van dolgunk.”

Erdekes ez a konyy azért is, mert itt taldljuk, rogtén az elején,
a legtobb matematikai principiumot. Euklidész hidrom csoportba
osztva sorolja fol ezeket: 1. definicidk, 2. posztuldtumok és 3. axiomadk.

Ami a definicidkat illeti, a mai matematikus nem ért egyet azzal,
hogy Euklidész definidl olyan fogalmakat is, mint pont, vonal, egyenes
stb. Manapsag az ilyen alapveté fogalmakat definicié nélkiil hasz-
naljuk. S6t, hajlandék lennénk logikai szempontbdl elhib4dzottnak
tartani az ilyesmire irdnyulé definicids kisérletet. Kovetkezik ez egy-
szeriien abbdl, hogy a mi elgondoldsunk masban latja a definicio
szerepét, mint amiben ezt Euklidész kortarsai lattdk.

Annak a gorog dialektikdnak, amely az eleai filoz6fidbol bontako-
zott ki, elSirdsa volt, hogy a vita résztvevSinek mindenekelStt abban
kellett megegyezniok, amirdl a vita folyt. Olyan erre vonatkozé allita-
sokat kellett keresniok, amelyeket, jéllehet egymdssal szemben 4ll6
résztvevOk a vitaban, mégis egyformin magukéva tudtak tenni. Ilyen
szerepet szant Buklidész a geometria targyaldsiban a definicioknak.

Vegyiik észre azt is, hogy vannak Euklidész definiciéi kozott
olyanok, amelyeket késGbb a tételek targyaldsa soran soha nem hasz-
nal. Beszél pl. a 22. definici6 rombuszrdl, romboidrdl és trapézrél
anélkiil, hogy a tételek késGbb akar csak egyetlen egyszer is ilyen
néven emlitenének valamely paralelogrammét. Logikai szempontbol,
persze, hiba az ilyen folosleges definicié. De annél tanulsigosabb
torténeti szempontbél. Bizonyiték ez egyrészt arra, hogy a korabbi,
az Buklidész el6tti gordg geometria ilyen fogalmakat is haszn4lt.
Masrészt pedig némi fény deriil ebb6l arra is: hogyan dolgozhatott
Euklidész. Nyilvan kitette maga elé a korabbi Elemeket — nem tudjuk
melyiket, Hippokratész, Leén vagy Theudiosz munkéjit — és amit
ezekben hasznalhaténak talalt, azt dtvette sajat dsszeallitdsaba. A rom-
busz, romboid és trapéz nevek alighanem ilyen kordbbi matematikai
munkakbol keriiltek 4t hozzd - figyelmetlenségbdl.

A posztuldtumok a targyaldsra keriil§ geometriai idomok megszer-
keszthetGségét biztositjak, és igy a matematikai egzisztencia problé-
méjdhoz kapcsolédnak. Megszerkeszthet6k a geometriai idomok
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azért, mert mint az elsd két posztuldtum kimondja: barmely két pont
OsszekothetS egyenes vonallal, illetSleg badrmely adott egyenes tetszés
szerint meghosszabbithaté. A harmadik posztulatum a tetszGleges
sugart kor megszerkeszthet6ségét mondja ki. — Ezek szerint az els§
harom posztuldtum lehetSvé teszi a vonalzd és a korzé haszndlatat.
(Csak ez a kett§ a geometria klasszikus, megengedett segédeszkoze.)

A posztuldtum megjeldlés latin forditdsa a megfelel§ gérog aitéma
szakkifejezésnek. A dialektikdbdl, illet6leg az eleai filoz6fidbol szar-
mazik ez a fajta principium is. Sz6 volt mar arrél, hogy a dialektikus
vita résztvevBinek elbre meg kellett egyezniok a kézosen elfogadott
kiindulé tételekben. De el6fordulhatott az is, hogy csak az egyik
résztvevl keérte (,,kovetelte”, ,,posztullta’) egy-egy elvnek az elfoga-
d4sét, de nem volt bizonyos az, hogy hozzajirul-e ehhez a mésik is.
Ilyen egyoldalian kovetelt kiinduldsi elv volt a posztuldtum. Csakugyan
az az elsé harom, amelyre épp az imént utaltunk, a mozgds megenge-
dését kivanja. (Mozgds nélkiil sem egyenes nem huizhaté, sem kor nem
rajzolhaté.) Az eleai filozéfia viszont tagadta a mozgés lehetGségét,
és ennek megfelelGen a matematikusok igyekeztek kiiktatni a mozgast
a geometriabol. Minthogy viszont mozgis nélkiil nincs geometriai
szerkesztés, posztuldlni kellett legaldbb a vonalzé és korz8 hasznala-
tanak a lehetGségét.

Kiilon fol kell még hivnunk a figyelmet a hires 5. posztulatumra.
(A 4. csak el6készitése ennek az 5.-nek.) Egyesek ugy gondoljak, hogy
ez a hires pdrhuzamossdgi posztuldtum talin magitél EuklidésztSl
szarmazik. Mint ismeretes, Euklidész utdn t6bb mint 2000 éven A4t
tobbszor probat tettek ezzel: hatha nem is posztulatum ez, hanem
tétel, amit be is lehetne bizonyitani. Az egyik legelsd, aki a vitat
eldontdtte, Bolyai Jdnos volt; &8 ti. enélkiil a posztuldtum nélkiil épi-
tette f6! Gn. abszolit geometridjat. Ezzel igaza lett Buklidésznek is
~szemben a késGbbi, de Bolyai eldtti kisérletez6kkel: a kérdéses allitds
valoban elddnthetetlen posztulatum, és nem tétel.*

* Erdemes lesz itt megemliteni: ez a parhuzamossigi posztulitum tSbb régi
Euklidész-kiaddsban ugy szerepel mint ,,/]. axidma”. Ezért lett Bolyai Jdnos
munkdjanak cime: ,,Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate
aut falsitate Axiomatis XI. Euclidei, a priori haud unquam decidenda, independentem:
adjecta ad casum falsitatis guadratura circuli geometrica.”
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A principiumok harmadik csoportja: az axidmdk. Tébb Arisztote-
lész-idézet igazolhatja, hogy kordbban csakugyan ezt a megjelolést
hasznaltdk ezekre a bizonyitds nélkiil elfogadott elvekre: axiomata.
A miésik név, amelyet ezekre Euklidész szovege hasznél (koinai ennoi-
ai), feltehet8en késébbi eredetii, és azzal a felfogéssal fiigg Ossze,
amelyet ezekr6l az elvekr§l Arisztotelész nyoman vallottak. Ariszto-
telész ugyanis meg volt gy6z6dve réla — amint ezt Proklosz szévege is
hangstlyozza — hogy az axiémdk olyan 4llitdsok, amelyeknek igaz
voltat ,,jézanesz{i ember nem vonhatja kétségbe”. Magukéva tették
ezt a nézetet a késdbbi gbérog matematikusok is.

Tobb jel arra mutat viszont, hogy kordbban — az Euklidész, s6t
az Arisztotelész eldtti idGkben — sokan tigy gondoltdk: a priori nem
donthetd el, igazak-e vagy hamisak az axiomdk. Lattuk madr, hogy
ezt vallotta Bolyai Jdnos a mésik principiumrél, a parhuzamossagi
posztulatumroél. Es hogy csakugyan igy gondolkoztak mar az 6korban
a principiumoknak errgl a mésik csoportjardl is, azt mindjart illusztral-
hatjuk az egyik euklidészi axiémaval: ,,az egész nagyobb, mint a rész”.
Mai megitélésiink szerint ez az allitis csak az Un. véges halmazokra
érvényes. Hiszen végtelen halmaz éppen az, amelynek van az egésszel
ekvivalens rész-halmaza, amelyre tehat nem érvényes az idézett axiéma.
De alighanem igy gondolkozott err6l a kérdésrSl mar az eleai Zénon
is, mert kiilonben nem 4llithatta volna f6l paradoxonat: ,,4 fele idé
egyenld a duplajaval.”

A II kényv jéval rovidebb, mint a megel6z6, minddssze 14 tétel-
bdl 4ll. Figyelemre mélté ez a konyv torténeti szempontbdl kiiléndsen
azért, mert ennek a tételeiben ismerte {61 t6bb modern kutaté az 1un.
geometrikus algebrdt. Ovatos megfogalmazdsban ez azt jelenti:
ezeket a tételeket mi manapsag algebrai formaban targyaljuk. Mas
kérdés az, hogy vajon csakugyan algebrai problémak adtak-e alkalmat
mar az Okorban ezeknek a kidolgozdsara. — Bar a magam részérdl
tévesnek tartom, meg kell itt réviden emlitenem azt az elterjedt torté-
neti felfogést, amely szerint az Euklidész miivében ,,geometrikus algeb-
ranak” elnevezett tételek Babilonban eredetileg tiszta algebra lettek
volna; ezt vették volna 4t a gorogok, mar Euklidész elStt, geometri-
zdlt formaban.

Erdekes, hogy Proklosz egy alkalommal elmondja: mire hasznaltdk
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az okoriak pl. a II. 10 tételt. (Ezt ti. magunktdl aligha taldltuk volna
ki.) Réajottek arra — mar a Platén eldtti korban — hogyan szerkeszt-
hetSk olyan négyzetek, amelyeknél az dtlo és az oldal aranya ,,meg-
kozeliti az sszemérhetSséget™. Ha pl. az oldal 5 egység, akkor az atlo
megkozelitéen: 7; ha az oldal 12, akkor az 4tlé kb. 17 stb. Mi ezt a
folismerést ma igy fogalmazndnk meg: az adott szabdly szerint eld-
allitott tortek: 7/5, 17/12, 41/29, ... d/a egyre inkidbb megkozelitik
a V2 értékét. — Ezt a folismerést igazoltak az ékoriak a I1. 10 tétellel.

Az Elemek IIl. és IV. kényve, ha lehet, még szorosabban kapcsolo-
dik egymashoz, mint a megel6z8 két kényv. A III. 37, a IV. 16 tétel-
bdl 4ll. Az elSbbi a kornek néhany alapvet§ tulajdonsagat foglalja
tételekbe, a mésik pedig a korbe (és a kor koré) irhaté szabalyos sok-
szogeket — hdromszog, négyszog, otszog, hatszog és a korbe irt tizen-
otszoget — targyalja. A ,,kort”, ,,kozéppontjdt”, ,,dtmérdjét” és a ,,fél-
kort” mar bemutatta egy-egy definicié az I. kdnyv elején, minthogy
sziikség volt ezekre a fogalmakra mér az 1. és II. konyv egyik-mdsik
tételében. A III. kényv tovabbi, kérre vonatkozé 11 definicidval
egésziti ki a korabbiakat.

Ugy latszik, a korrel kapesolatos tételek kidolgozasdra — azaz gya-
korlatilag mindarra, amit a III. és IV. kényv targyal — a gérég alkal-
mazott matematika egyik Aagdban, az asztrondmidban keriilt sor.
Kimutathaté ez tébb Euklidész-
nél targyalt tételrGl.

Vegyiik pl. elsének a III. 36. b
tételt. Ez ti. azt mondja ki — az
itt bemutatott 2. 4bran illusztral-

va: ha valamely korhoz egy rajta 3
kiviiles§ 4 pontbél érintst (lasd A = a
az a szakaszt) és szel6t (b) hiu- 2. ibra

zunk, akkor az érinté (a) kozép-
aranyos lesz az egész szel6 (b) és a szelonek a koron kiviilesé darab-
ja (¢) kozstt. Tehat:

b= asc.

Igaz, a I11. 36. tétel ezt az 4llitdst nem mint ardnyt, hanem mint egy
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téglalapnak és egy négyzetnek az egyenlGségét fogalmazza meg:
(3 (5 gk

De erre a kiilonos megfogalmazasra csak azért kényszeriilt az Elemek
szerz@je, mert az V. kdnyv el6tt nem akarta haszndlni az ardny fogal-
mat.

Aligha tudndnk egykoénnyen kideriteni, mi adott alkalmat e tétel
folismerésére, ha nem olvas-
nank Euklidésznél ennek egy-

N mésutén két bizonyitdsit. O
ti. elsének azt a specialis ese-
tet mutatja be, amelyben a

L X kérén kiviiles§ pontb6l hi-
a zott szelo a kor kézéppontjan
A megy at, amint ezt a 3. abra
3. abra i
mutatja.

Elég egy pillantdst vetniink erre az dbrdra, hogy folismerjik: ez
nem egyéb, mint az a ,,szimbolikus viligkép”, amelyet a helleniszti-
kus asztronémia és matematikai foldrajz olyan gyakran hasznalt az tin.
gnémonnal kapesolatban: » a vizszintes sikban fiigg6legesen folalli-
tott gnémodn, a napdéra mutatdja; az a szakasz (meghosszabbitva) a
dél-északi irdnyt mutatja, erre a vonalra esik mindig a gnémon déli
arnyéka; a tehat lehet a gnémén déli drnyéka valamely megadott he-
lyen az esztend$ egy bizonyos napjan; a kdr maga szimbolikusan a
,,meridian”, N pontban 4ll délben a nap; a Féld szimbolikusan a
gnémén csucspontja: a ,,vildg-merididn” korének a kozéppontja.
NA tehét a déli napsugir az esztend§ valamely napjan.

Mint sok forrasbél tudjuk, a hellenisztikus tudoméany gondosan
szamon tartotta varosrél-varosra a gnomonnak és napéjegyenldségi
déli drnyékdnak az ardnyat. Mert ebbdl az ardnybol kiszamithatd
volt a kérdéses hely foldrajzi szélessége, azaz fokokban mért tavolsdga
az Egyenlit6tsl. (Csak példaként emlitem meg, hogy a hellenisztikus
irodalomszerint ez az ardny Athénben 4: 3, Rhodoszban 7: 5, Alexand-
ridban 5:3.)

A mérések tehat azt mutattak, hogy varosrél-varosra mas a gnémon-
nak és napéjegyenl§ségi déli drnyékanak az ardnya. De ha valaki erre
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a szimbolikus vilagképre nézett, azonnal megallapithatta (az Elemek
IIL. 36. tétel értelmében): a déli 4rnyék (a) — nemcsak napéjegyenls-
ségkor, hanem barmikor — kozépardnyos az egész szimbolikus nap-
sugir (b = NA) és ennek a merididn koron kiviilesS darabja kozott.
(Nota bene: ezt az utdbbi szakaszt megkaptdk tgy, hogy az egész
szimbolikus napsugarbél (NA) levontdk a gn6mén kétszeresét.)

A misik tétel, amelynek az asztron6midban betdltott szerepéhez
nem fér kétség, a IV. konyvben az utolso, a 16., a kdrbe irt szabilyos
tizenotszog szerkesztését targyalja. A kommentdtor Proklosz beszél
arrél, hogy ez azért keriilt bele az Elemekbe, mert nagy hasznat vették
a régi asztronémusok : a szabdlyos tizenotszog oldaldval mérték a két
polusnak, az ekliptika és az egyenlitd pdlusdnak egymdstdl vald
tavolsdgat. Csakugyan, a szabdlyos tizenotszog egyik oldaldhoz
tartozé kdzépponti szog: 24°. Ugy latszik, ez volt a legrégibb kisérlet
az ekliptika ferdeségének a megmérésére. Csak mellékesen emlitem
meg ebben az Osszefiiggésben, hogy a mérést — amint ez kétségteleniil
rekonstrualhaté — ugyanazon a szimbolikus asztrondmiai gnomon-
vildgképen végezték, amelyre fentebb, a III. 36. targyaldsa soran mar
utaltam. Mai mérés szerint egyébként az ekliptika ferdesége hozza-
vetBleg: 23°27’. Tudjuk azt is (a nagy 6kori csillagasznak Klaudiosz
Ptolemaiosznak a miivébsl), hogy nem sokkal Euklidész utin mar
Eratoszthenész pontosabban megmérte ugyanezt a hajlasszoget,
némileg korrigdlva a régi mérési eredményt (24°), majd még tovabb
tokéletesitette ugyanezt a mérést a nikaiai Hipparkhosz.

Nem lesz folosleges utalni ezzel a két utdbbi tétellel kapesolatban
—III. 36 és IV. 16 — arra is, hogy mind a kett& régi pythagoreus eredeti.
Azonkiviil: feltétleniil sziikségiik volt az Skori matematikusoknak
e két tétel felépitéséhez olyan tételekre is, amelyeket a modern iroda-
lom ,,geometrikus algebra” néven tart szimon. Felmeriil itt ti. a
gyanu: Vajon nem a korai, Euklidész elStti gérég asztronémiaban
kell-e keresniink az 0n. ,,geometrikus algebra™ eredetét?

Egy 6korbdl szarmazé iskolai foljegyzés, egy tn. szkholion, amely-
nek szerzGjét nem ismerjiik, azt allitja: sokan gy tudjik, hogy Euk-
lidész az Elemek V. konyvében Platén fiatalabb kortirsdnak, a hires
matematikusnak és csillagasznak, Eudoxosznak az aranyelméletét
foglalta Gssze. (A szkholionok eredetileg margéra irt rovid foljegy-
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zések voltak, amelyeket egy-egy az iskolaban tanitott szerzének a mii-
véhez fiiztek. Kés6bb — még az Skorban — folismervén ezeknek az
iskolai foljegyzéseknek hasznos voltat, Osszegyiijtve kiilon ki is adtak
koziilok egyiket-mdsikat. Ilyen szkholionbdl szdrmazik tehdt az V.
konyvre vonatkozo értesiilésiink.)

Csakugyan, ha elolvassuk ez eldtt a konyv elGtt azt a mesterien
megfogalmazott 5. definiciét, amely azt hatdrozza meg, hogy mi az
ardnypdr, szivesen hitelt adunk az ismeretlen okori forrdsnak. Mert
ez a definicié valdéban csak olyan nagy matematikustdl szdrmazhat,
aki r4jott arra, hogyan lehet 0j alapokra helyezni az egész kordbbi
aranyelméletet az Un. dsszemérhetetlen (= inkommenzurdbilis) meny-
nyiségek felfedezése utdn. Ebb6l 4lit Eudoxosz matematikai érdeme.
Bizonyos ugyanis, hogy volt a gorég matematikdnak ardnyelmélete
mar Eudoxosz el6tt. S6t, meg is maradt szaimunkra sok minden ebbdl
a régi tanitdsbdl — amint erre majd mindjart kitériink. El6bb azonban
arra hivjuk itt még fel a figyelmet, hogy Euklidész az Elemek elsé
négy konyvébe egyiltalan semmit sem vett be ebbd8l a kordbbi,
Eudoxosz el6tti elméletbl. Ugy latszik, 6 az ardnyok tirgyaldsat
mindjart azon a szinvonalon akarta elkezdeni, amely az & idejében
a legkorszeriibb volt. Ez tortént az V. kényvben.

Dehat hogy van az, hogy Euklidész csak az V. kényvben jut el
az aranyokhoz? Kordbban ez a probléma fol se meriilt volna nédla? -
A jelek arra mutatnak, hogy volt az dkoriaknak egy szellemes mod-
szeriik arra, hogyan keriiljék meg az ardny problémdjat. MielGtt az
V. kényvet vennénk a keziinkbe, mutassunk be erre a fent mar emlitett
III. 36. tételen kiviil még két példat a kordbbi konyvekbdl.

Az Elemek I. konyvének 44. tétele egy olyan feladatnak a megol-
désat targyalja, amely némileg egyszeriisitett formédban igy hangza-
nék: legyen adva egy téglalap, amelynek oldalai b és c; ezt at kell
alakitanunk egy olyan masik vele egyenls teriiletii téglalappa, amely-
nek csak a oldalat ismerjiik. A feladat tehat képletben:

ax = bc.
Ugyanez aranypar formajaban igy irhaté fol:

Gbi=re 90
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Keressiik az aranypar negyedik tagjat, x-t. De megoldhaté ez a
feladat — amint ezt az I. 44. tétel mutatja — ardnyok emlitése nélkiil,
pusztén feliiletek egymas mellé helyezésével is.

Hasonlo ehhez annak a feladatnak a megolddsa, amelyet — ugyan-
csak némileg egyszeriisitett formaban — a II. 14. tétel szerint igy fogal-
mazhatndnk meg: Hogyan alakitunk at adott téglalapot vele egyenld
teriiletii négyzetté? Ha az adott téglalap két oldala a és b, akkor ez
a feladat ardnypar formdjaban igy irhaté fol:

a:x = x:b

Keressiik a téglalap két oldaldnak koézéparanyosat.

Jegyezzitk meg ezzel a feladattal kapcsolatban azt is: az antik
szaknyelv a téglalapnak négyzetté valo atalakitasat fetragoniszmosz-
nak, ,,négyzetesitésnek’ nevezte. Arisztotelész pedig tobb izben kifejti:
a tetragoniszmosz azért megoldhat6 feladat, mert két mennyiség kozott
mindig van kozéparanyos. Vildgosan kideriil ebbdl a megjegyzésbdl,
hogy az 6koriak tisztdban voltak vele: a téglalapnak négyzetté vald
atalakitasa tulajdonképpen a kdzépardnyos problémdjanak a megol-
ddsa. — De ugyanigy ardanyossdgi problémat tirgyalt a kordbban emli-
tett masik két tétel is: az 1. 44. és a III. 36.

Kérdés marmost: Miért lett az 6koriakndl az eredeti arany-problé-
mabol az egyenlS feliiletek problémédja? — A torténeti kutatds erre
azt a plauzibilis magyardzatot taldlta: feltehetGen azért, mert fol-
ismervén az Osszemérhetetlen (inkommenzurdbilis) mennyiségeket,
észrevették azt is, hogy ezzel megalapozatlanna lett egész kordbbi
aranyelméletiik. [Gondoljunk pl. a kdvetkezs esetre. Amikor a kozép-
ardnyost keressiik két olyan szdm kozott, amelyeknek szorzata nem
négyzetszdm, akkor tulajdonképpen egy irraciondlis szdmot keresiink.
De kikiiszébolhetjiik mind az ,,irraciondlis szam’, mind pedig az
»ardny” fogalmat, ha ugyanezt a feladatot tgy fogjuk fol, mint
valamely téglalap atalakitdasat vele egyenld teriilet{i négyzetté.]

A torténészek rekonstrukcidja szerint tehat a gorég matematika
régi ardnyelmélete — az, amelyet valamikor az 5. szizad folyaman a
pythagoreusok dolgoztak ki, és amely még csak a szdmokat vette
figyelembe — valsagba jutott akkor, amikor rajottek az osszemérhetet-
len mennyiségek létezésére. Ezen a valsdgon kezdetben tigy prébaltak
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Girr4 lenni, hogy figyelmen kiviil hagyva az ardny problém4jat, a fel-
meriilt feladatokat gy fogalmaztdk meg, ahogy azt az 1. 44., I1. 14.
és I11. 36. tételek példdjan lattuk. Ez azonban, tigy latszik, csak dtme-
neti megoldas volt annak a gorég matematikanak a kibontakozisa-
ban, amelynek zarékove Euklidész Elemei. Az 1ij ardnyelméletet
Eudoxosz teremtette meg, ez pedig az V. konyv 5. definiciéjabol
indult ki.

Csakugyan, elég jol ismerjiik azt a régebbi elméletet is, amely meg-
elzte az Eudoxoszét. Ez még az aranynak abbol a meghatdrozasabol
indult ki, amelyet a VII. kényv 21. definiciéjdban olvasunk.

A kiilonos éppen az, hogy Euklidész folvette miivébe ezt a kordbbi,
pusztian csak a szamokra érvényes ardnyelméletet is, holott ez Eudo-
xosszal mar tdalhaladottd lett. Hiszen Eudoxosz ltalanosabb elmélete
értelem szerint magiba foglalja ezt is.

De éppen azért, mert megvan Euklidész miivében egy-egy ilyen
tételnek mind a kordbbi, mind pedig a késGbbi (eudoxoszi) megfo-
galmazisa, érdemes ezeket Osszehasonlitani egymas kozott. Aki pl.
elolvassa a VIIL konyv 11. tételét, és rogton utana az V. 19.-et, elébb
meglepGdve tapasztalja, hogy a kett6 csaknem szérul-széra azonos.
De ha jobban megnézziik, észrevessziik, hogy a VII. kényv thedré-
méja még csak szdmokrdl beszél, az V. kényvben pedig majdnem
ugyanaz mennyiségekrdl allapitja meg majdnem ,,ugyanazt”. — De
ugyanigy szorosan Osszetartoznak a VII. 12. és parja az V. 12.; vagy
a VIL 13. és a neki megfelel§ V. 16. tétel, és igy tovabb még tobb maés.

Persze mindezekben az esetekben lényegesen kiilonboznek egy-
mastol a ,,parhuzamos tételek™ bizonyitasai. Azokat a bizonyitasokat,
amelyeket a kérdéses tételek szdmokra érvényes esetében alkalmaztak,
nem lehetett mechanikusan ,,rahtizni” a tétel 4ltalinosabb forméjara.
Az a koriilmény tehat, hogy a két-két tétel megfogalmazasa majdnem
szérul-széra azonos, igazaban csaldoka latszat.

A VI kényv annak az eudoxoszi aranyelméletnek az alkalmazasa
a planimetridra, amelyet eloljairéban az V. konyv alapozott meg. Az
arany a geometridban mindenekel6tt az idomok hasonlésagival
kapcsolatban jut szerephez; ezért kezdddik a VI. kényv egy olyan
definiciéval, amely éppen az egyenesvonali idomok hasonldsdgat
hatdrozza meg,
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Erdemes lesz azonban itt legalabb egy példan azt is bemutatni, mi-
lyen helyet foglal el ez a VI. kdnyv a gorég geometria torténeti kibon-
takozasaban. Vegyiik példanak ebbél a kényvb6l a 13. tételt, amely azt
targyalja, hogyan szerkesztjiik meg két adott szakasz k6zépardnyosat.

Elég egy futd pillantdst vetni arra az dbrara, amelyet Euklidész
e tételhez csatolt, hogy észrevegyiik: ez valahogy nagyon ismerds.
Persze, majdnem ugyanezt az 4brat latjuk a II. kdnyv 14. tétele mellett
is. Voltaképpen ott is két mennyiség kdzépardnyosanak a megszer-
kesztésérdl volt szd, csakhogy ott a feladat — amint erre az imént
utaltunk mar — még olyan megfogalmazisban keriilt elénk: hogyan
alakitunk 4t valamely adott téglalapot vele egyenld teriiletii négyzet-
té. Minthogy azonban lényegében ez a feladat mégiscsak a kozép-
aranyost szerkeszti meg, hasznalhatta Euklidész ebben az esetben is
majdnem ugyanazt az abrat, mint amelyik késébb a VI. 13. tételnél
keriilt sorra. Mert csakugyan, gondoljunk arra, hogyan szerkesztjiik
meg az iskoldban még ma is két adott szakasz kozéparanyosat.

ElSbb dsszeadjuk a két szakaszt — amelyek koziil az egyik feltét-
leniil nagyobb, mint a masik* — egy egyenes mentén, majd megfelezziik
a két szakasz Osszegét, és a felez8 pontbol mint kdzéppontbdl a két
szakasz Osszegének felével félkort rajzolunk. Aztdn a félkdr atmérd-
jére — abban a pontban, ahol a két dsszeadott szakasz érintkezik —
merdlegest emeliink a kor keriiletéig. Majd kijelentjiik, hogy ez a most
emelt meréleges a keresett kozépardnyos. — Megokoljuk pedig ezt az
allitisunkat a kovetkez8képpen.

Osszekotjiik a megszerkesztett merGleges végpontjat a kor keriiletén
a két adott szakasz egy-egy végpontjival ugyancsak a kor keriiletén.
Ily médon kapunk (az ismert Thalész-tétel értelmében) egy félk6ron
nyugvé derékszdgli hdromszoget. Ezt a derékszogli hdromszdget
bontja megszerkesztett merdlegesiink két kisebb egymas kozott
hasonlé derékszdgli hdromszogre. Maga a merdleges — ebben az
utébbi két hasonlé derékszogii haromszogben — kettds szerephez
jut: egyrészt rovidebb befogdja a nagyobb, masrészt hosszabb befo-
gbja a kisebb derékszogli haromszégnek. Ennek a kettls szerepnek
a kovetkezménye az, hogy a széban forgé merdleges kozépardnyos

* Ha ti. a két szakasz egyenld, akkor ,kozéparanyosuk™ is egyenld veliik.
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a két adott szakasz kozott. (Minthogy ezek a szakaszok ugyancsak
befogédi a két hasonlé derékszogli hiromszognek.)

Lényegében ezzel a gondolatmenettel okolja meg Euklidész VI. 13.
tétele a kozépardnyos szerkesztését. De egészen mds a szerkesztés meg-
okoldsa az elébbivel parhuzamos II. 14. tétel esetében. — Mert jol
vigyazzunk : az dbra ugyan majdnem ugyanaz a két esetben, de tdvolrél
sem ugyanaz a két tétel gondolatmenete. Figyeljiik csak meg a kovet-
kezGket.

Mind a két esetben elGbb Gsszeadjuk a két szakaszt — amelyekhez
ti. a kozéparanyost szerkesztjilk — majd megfelezziik a két szakasz
Osszegét, és a felez6pontbdl félkort rajzolunk a két szakasz Gsszegének
a felével mint sugirral. De mds a célunk ezzel a félkorrel a VI. 13.,
és ismét mds a I1. 14. tétel esetében.

A VL. 13. tételhez azért van sziikségiink a félkorre, hogy megkap-
juk (a Thalész-tétel értelmében) azt a félkoron nyugvd derékszogii
haromszoget, amelyet a kérdéses meréleges két kisebb hasonlo derék-
szogli hdromszogre bont majd. — A I1. 14. tétel szerkesztéséhez viszont
azért kell a ,,két szakasz osszegének a fele”, mert ez lesz az difogoja
egy derékszogii haromszagnek. Erre az atfogora emeliink — gondolat-
ban - egy négyzetet, hogy aztdn kivonjuk az difogo négyzetébdl az
.,egyik befogo négyzetét”. A Pythagorasz-tétel szerint ennek a kivo-
nasnak az eredménye a ,,mdsik befogé négyzete” lesz. — Az imént
emlitett ,,egyik befogd™ - amelynek négyzetét kivonjuk az atfogd
négyzetébll — a II. 14. tétel szerkesztése szerint, a két adott szakasz
érintkezési pontjatél az Gsszegiik felezési pontjdig terjedd szakasz-rész
lesz. A ,,masik befogd” szerepe pedig az érintkezési pontba emelt
merdlegesnek jut. — Mar ebbdl is lathat6, milyen szellemesen kapcsolja
Ossze a II. 14. tétel bizonyitdsa egyfel6l a Pythagorasz-tételt, masfeldl
pedig azt a II. 5.-6t,* amelynek lényege abban foglalhaté Ossze:
ha kivonunk egy nagyobb négyzetbsl egy kisebb négyzetet, olyan ido-
mot kapunk (egy ,,gnémoént” — a szénak abban az értelmében, ahogy
ezt az Elemek II. kényve 2. definiciéja hasznalja**), amely kénnyen 4t-
alakithaté téglalappa.

* A II. 5. tételt az an. ,,geometrikus algebrihoz” szoktdk sorolni.
** Vigyazat! Nem cserélendé Ossze az Elemekben haszndlt ,,gnomon™ fogalom
a napéra mutatojival, amelyr6l mar sz6 volt ebben az Eldszoban,
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Az, aki el8szor jott ra a II. 14. szerkesztésére, a kovetkez8képpen
forditotta visszajira az imént Osszefoglalt folismerést. A téglalap
két oldala dsszegének a felébdl konstrudlt egy négyzetet. (Ez lett az
atfogdra emelt négyzet.) A téglalap két oldala kiilonbségének a felébdl
kounstrualt egy kisebb négyzetet. (Ez lett az egyik befogbéra emelt
négyzet.) Amikor pedig kivonta a kisebb négyzetet a nagyobbikbdl,
arra hivatkozott, hogy egyfel6l a két négyzet kiilonbsége maga a
téglalap, masfelSl pedig — a Pythagorasz-tétel értelmében — a kiilénb-
ség a masik befogéra (azaz: arra a bizonyos merdlegesre) emelt négy-
zet. Igy lehetett megoldani - az ardny fogalmanak hasznalata nélkiil -
a téglalap atalakitasat vele egyenld teriilet(i négyzetté. A megoldés,
persze, mind a két esetben ugyanaz a szakasz volt: az a merdleges,
amelyet a két adott szakasz 6sszeaddsakor keletkezd érintkezési pontba
emeliink a kor keriiletéig.

Még jobban elmélyitheti a kdzépardnyossidg problémijinak torté-
neti megértését — illetGleg konkréten: az Elemek VI. 13. tétel magya-
rdzatat — ha figyelembe vesziink néhany olyan kétségteleniil régebbi
eredetii tételt, amelyet az Elemek VIII. konyve 6rzétt meg szamunkra.
Gondolok itt f6ként a VIII. kényv olyan tételeire, mint a 11., 12.,
18. és 20.

A két elsS ezek koziil csak annyit dllapit meg, hogy két négyzetszam
kozott van egy, két kobszdm kozott pedig van kér kozéparanyos.
[[lusztralhatja az el6bbi allitdst a 4 és a 9 (22 és 3%), amelyek kozott
6 a kozéparanyos: 4:6 = 6:9; az utébbit pedig a 8 és a 27 (28 és 39),
amelyek kozott 12 €s 18 a kozépardnyos: 8: 12 = 12:18 = 18:27.]

Onmagéban ez a két tétel még nem til jelentSs. De egyszerre érde-
kesebb lesz mind a kett§, ha osszehasonlitjuk Gket a VIII. kényv
18. és 20. tételével. Ez az utobbi kettd ugyanis azt mondja ki — hasz-
nalva a régi pythagoreus terminologiat: két ,,hasonld sikszam™
kozott mindig van egy kodzépardnyos (VIIL 18.), illetSleg: ha van
két szdm kozott egy kozéparanyos, akkor a két szdm ,,hasonld
sikszdm” (VIII. 20.). —,,Sikszdm” a VII. konyv elején megadott
terminologia szerint (lasd ezekhez a VII. kényv 16. és 21. defi-
niciéjat) barmely szdm, amelyet felbontottunk két tényez8 szor-
zatdra. ,,Hasonlo sikszam™ pedig az olyan kett§, amelyet Abra-
zolhatunk mint két egymashoz hasonléd téglalapot; ilyen pl. a 6 és

37



24, mert 6 = 2.3 illetSleg 24 = 4.6, és 2:3 = 4:6; vagy 6 és 54, mert
6 = 2.3 illetSleg 54 = 6.9. Ezért 6 és 24 kozott kozéparanyos a 12,
mert 6:12 = 12:24; vagy 6 és 54 kozott kézépardnyos a 18, mert
6218 = 18154

Ez a négy tétel egyiittesen azt latszik igazolni, hogy volt a gorog
aritmetika fejl6désében egy korszak, amikor az k6totte le a matemati-
kusok figyelmét: mikor van, és mikor nmincs kozéparanyos két szdm
kozott. — Egy magasabb fejlédési fok volt ennél az, amikor rajottek:
ha vonalszakaszokkal dbrazolnak két szamot, akkor ezekhez mindig
megszerkeszthetd a kozépardnyos, csakhogy ez az utébbi nem mindig
egész- vagy tortszam. (Tehdt a gérég aritmetika szerint: néha nem
szam!) Ezen a fokon azonban inkdbb még csak megkeriilték és nem
oldottak meg a kozépardnyos problémajat. Ezt a fokot mutatja a
II. 14. tétel. - Egy még magasabb fejlddési fok — az endoxoszi — az volt,
amikor a problémat mar gy oldottdk meg, ahogy azt a VI. 13. tétel
tanitja.

Pirhuzamba 4llitottuk tehdt a 11. 14. és a VI. 13. tételeket. De ugyan-
igy szoros osszefiiggés mutathato ki egyfelSl a II. 5. és 6., masfeldl
a VI. 28. és 29. tételek kozott. Ezeket az utébbiakat — mind a II.,
mind a VI. kényvb8l — az 6kori hagyomdny ugy tartotta szdmon
mint a ,,pythagoreus Mzsa” ajandékait.

A VI. konyvvel atmenetileg félbeszakad a geometria tdrgyalasa.
Anélkiil, hogy az eddig el6adottakhoz szervesen kapcsolédnék, kizbe-
ékelddik a 3 aritmetikai kényv: VII-VIII-IX. Kit{inik ennek a hdrom-
nak szorosabb egysége mar abbdl is, hogy Euklidész a VII. kényv
elején sorolja fol azt a 23 definici6t, amelyre az aritmetikdban sziiksé-
ge lesz, A VIII. és IX. kényv nem vezet be tijabb definicidkat. A paros
€s paratlan elméletére pl. csak a IX. végén fiiggelékszeriien keriil ugyan
sor, de ennek a definiciéi is mar a VIIL. kényv elején olvashatok.

Sz6 volt mar réla, hogy a VII. és VIII. konyv tobb tétele korabbi
eredetli; nemcsak az Eudoxosz el6tti korbdl szirmaznak ezek, hanem
feltehetGen megelSzik azokat a geometriai tételeket is, amelyek, mint
mondottuk: ,,megkeriilik az &sszemérhetetlenség problémajat.”

Csakugyan, a torténészek az Euklidésznél taldlhaté egész aritme-
tikat pythagoreus eredetfinek tartjik, azaz: nagyjabol a Platon el6tti
korbdl szarmaztatjak. Hozzatehetjitk, hogy Euklidész, vugy latszik,
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nem is vette f61 miivébe az egész akkor ismert pythagoreus aritmetikat.
Beszél pl. a kétségteleniil pythagoreus ,,tdkéletes szdmokrél” (olyan
szamok ezek, amelyek egyenlSk sajat osztoik dsszegével pl. 6 = 142+
+3, vagy 28 = 1424447+ 14), de nem emliti az ugyancsak pytha-
goreus ,,bardtsdgos szdamokat” (ezekre az jellemzd, hogy az egyik
osztdinak Gsszege a masik szam, és megforditva; pl. 220 és 284, mert

220 osztdi: 1+2+4+4 5410420+ 11422444+ 554110 = 284, és
284 osztdi: 14244+ 71+ 142 = 220).

De ugyanigy nincs sz6 Euklidésznél a pythagoreus sokszog-szamokrol,
a kiilonféle szamsorokrdl és osszegezésiikr§l; nem olvassuk néla,
hogy 1-t6l folfelé a paratlan szdmok Osszege mindig négyzetszdm,
és hogy ezért két egymast kovetS négyzetszam kiilénbsége mindig
pératlan szam; stb., kimaradt m{ivéb6l sok mas érdekes aritmetikai
megfigyelése a pythagoreusoknak, ami mind mdr régen megvolt.

Altaldnos jellemzésiil elmondhatjuk az euklidészi aritmetik4rol,
hogy ez csak az egész szamokkal foglalkozik; az 1-et mint minden
szam alkoto elemét nem tekinti szdmnak ; ismeri a primszam-osszetett
szdm, paros-paratlan, négyzet- és kObszam, osztd, kozos osztd,
tobbes, legnagyobb kzds oszto, legkisebb kdzos tébbes stb. fogalmat.

A IX. kényv végén 16 tétel (21-36.) — amelyeknek archaikus jelle-
ge szembedtls — a paros és paratlan elmélete. Erdekesek ezek nemcsak
azért, mert egyrészt a ,,tokéletes szimokrol” sz616 tételben (IX. 36.),
mdsrészt a négyzet oldala és atloja Gsszemérhetetlenségének a kimu-
tatdsdban (X. konyv 27. fiiggelék) kulminilnak, hanem azért is, mert
a szerencsés véletlen lehetGvé tette datdlasukat: 7. e. 500 kériil. (A szici-
liai kémikus koltS, Epikharmosz egyik toredéke félreérthetetleniil
céloz ezekre a tételekre.) Jelenleg ez — a paros és paratlan elmélete -
a gorog matematika legrégibb ismert tételsorozata.

Az Elemek 13 konyve kozott legterjedelmesebb a X. konyv; nem
kevesebb mint 115 tételbdl és 4 elérebocsatott definiciobdl 4ll. De ez
egyszersmind a legkevésbé olvasott és a legnehezebb konyv is. Igy
nyilatkozott err6l mar a 13. szazadban az italiai Fibonacci (Leonardo
Pisano, 1180-1250), a 16. szazad végén a németalfoldi Simon Stevens
(1548-1620), és azbéta még sokan masok, akik egyaltalan megkisérel-
ték, hogy elmélyedjenek a matematikai irracionalitdsoknak ebben az
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impozéns antik elméletében. Altaldban magasztalni szoktik ennek a
konyvnek ,,szigoru, logikus felépitését™, rendkiviil ,,tomor és rovid
bizonyitdsait”, amelyek - kevés kivételt§l eltekintve — a modern
igényeket is kielégitik. De barmilyen egydntetii tisztelettel, elismerés-
sel beszélnek is errdl a konyvrél, részletes, meggy6zd torténeti elem-
zése a modern irodalombdl eddig nem ismeretes.

Elszoktak mondani ezzel kapcsolatban, hogy amiképpen az Elemek
V. konyvében Eudoxosz eredményeit foglalta 6ssze Euklidész, ugyan-
ugy ez a X. konyv tulajdonképpen Theaitétosz miive lenne. — Csak-
ugyan van nyoma annak, hogy megprébaltak ennek a konyvnek
egyes tételeit mar az Okorban annak az egyébként nem ismert és
fiatalon elhunyt matematikusnak tulajdonitani, akinek nevét Platén
egyik dialégusa, a ,,Theaitétosz” viseli. Ugy latszik, ez a dialégus
mar az 6korban nagy hatédssal volt azokra, akiket érdekelt a matema-
tika. Az ujkorban is, egészen a legutébbi idSkig, ki akartik olvasni
ebbdl a dialogusbol a ,,torténeti Theaitétosznak™ egy matematikai
felfedezését. Ez mindenesetre tévedés. Platén dialégusiban ilyesmirgl
nincs szo. — Ugyanigy bizonyos az is, hogy az a szkholion, amely az
Elemek X. 9. tételét Platonra hivatkozva Theaitétosznak tulajdonitja,
egyszeriien téved. Platén szovege nem erdsiti meg 4llitasat. — Eppen
azért, mert ebben a két részletkérdésben nyilvinvald a tévedés,
fiigg6ben kell maradnia annak a masik, 4ltaldnosabb érdekii kérdés-
nek: Csakugyan Theaitétosz-e a X. konyv szerzdje. Azoknak az
érveknek alapjan, amelyekre eddig hivatkozni szoktak, ez a kérdés
aligha donthet6 el. Az mindenesetre bizonyos, hogy a X. kényv
szerzGje kivalé matematikus volt.

Nem vallalkozhatunk itt e konyv tételeinek Osszefoglalasara, inkabb
csak a keretét vazoljuk. A matematikai irracionalitis antik elmélete
a szakaszok OsszemérhetSségének vagy Osszemérhetetlenségének
(kommenzurabilitds-inkommenzurabilitis) a kérdésébsl indult ki.
OsszemérhetS vagy osszemérhetetlen két szakasz aszerint, hogy van-e
k6zos mértekiik vagy nincs. (Ha nincs valamely szakasznak kozos
mértéke egy masikhoz viszonyitva, akkor mi erre azt mondjuk, hogy
ennek a hosszlsaga csak irraciondlis szammal fejezhetS ki.) Lehet
azonban valamely szakasz ,hossziusdga szerint oOsszemérhetetlen”,
de ,,0sszemérhetd a rd emelt négyzet szerint”; pl. a négyzet atldja
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osszemérhetetlen az oldallal ,,hosszisdg szerint”’, de Gsszemérhetd
ugyanazzal a 14 emelt ,,négyzet szerint””, minthogy az atlé négyzete
éppen kétszer akkora, mint az oldal négyzete. — Rovid jellemzésiil
megjegyezhetjitk: a X. kdnyv Osszesen tizendtféle szakaszt kiilonboz-
tet meg; ezek koziil racionalis kettd, és irracionalis tizenhdrom. — Ami
pedig a tételek folhasznalasat illeti, Euklidész a X. kényv tételeit csak
a XIII. konyvben, a szabalyos testekkel kapcsolatban alkalmazza.

A g010g geometria sz6 — amelyet magyarra mértannak szoktunk
forditani — eredetileg foldmérést jelent. Ennek megfelel6en a mate-
matikdnak ez az dga kordbban sikmértan (,,planimetria®) volt. Csak
késGbb épiilhetett erre a testmértan, a sztereometria. Ezzel az utobbi-
val foglalkozik az Elemek utolsé harom kényve, a XI., XII. és XIII.

Kimutathaté a gorogok érdeklGdése a sztereometria problémai
irdnt mar az 5. szdzadbol. Plutarkhosz emliti pl. Démokritosz kovet-
kezs problémdjat. Vegyiik egy kuipnak, amelynek egyenes az alkotdja,
az alapkorrel pArhuzamos metszetét. Ez a metszet az eredeti kiapot
két részre bontja: egy felsé kisebb kiipra, és egy alsé csonkakipra.
Egy-egy korlap mind a csonkakup fedSlapja, mind pedig a kisebb
kip alapja. Kérdés: Vajon a két kor egyenlG-e, vagy nagyobb-e a
csonkakup fed@lapja? Mert nyilvanvald, hogy végtelen sok ilyen
metszet lehetséges; a két kor egymashoz valo viszonya pedig mindig
ugyanaz kell legyen. — Ha egyenl6 a két kor, akkor nem kuppal,
hanem hengerrel van dolgunk. Ha viszont nagyobb a csonkakip
fedSlapja (kisebb a felsd, a kisebb kiip alapja), akkor az eredeti kip
alkot6ja nem egyenes, hanem a kip alapjitol a cstcsa felé vezet§
Iépcsdsor.

Sztereometriai probléma megoldasat készitette el6 Hippokratész-
nek az a taldld javaslata, hogy a kocka megdupldzasdhoz meg kellene
talalnunk a médjat annak, hogyan iktatunk két kézépardnyost a kocka
éle és ugyanennek a mennyiségnek a kétszerese kzé. Meg is oldotta
ezt a problémat — bar nem klasszikus modon, azaz nem ,,csak vonalzd
és korz8 hasznalatdval” — valamivel késébb Hippokratész utén,
Arkhytasz.

A felsorolt hdrom adat tehat - Démokritosz problémdja, Hippokra-
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tész javaslata, és Arkhytasz emlitett megolddsa — mind arra vall,
hogy a sztereometria Euklidész kordban mar elég régi tudomény volt.

Ennek ellenére tobb jele van annak, hogy abban az id6ben, amikor
sor keriilt az Elemek Osszedllitisara, a szfereometria még nem volt
olyan érett tudomdny, mint a planimetria. lusztrilhatjuk ezt pl. a
kovetkezG megfigyeléssel.

Euklidész a sikmértant — mint lattuk mir - 5 posztuldtummal
vezette be. Igazdban sziiksége lett volna ezelkhez hasonlé més posztu-
latumokra a sztereometridban is. A XI. kényv elején azonban nincs
egy posztuldtum sem, csak 28 1ij definicié. De ha jobban megnézziik
ennek a XI. konyvnek elsé hdrom tételét, nem lesz nehéz rajonniink,
hogy ezeknek a bizonyitdsai — az igazat megvallva — nem sokat érnek.
Amint erre mar tobben utaltak: ez a hdrom ,,tétel” val6jdban inkdbb
hirom posztuldtum lehetne, amelyet jobb lett volna bizonyitasi
kisérlet nélkiil elvként elfogadtatni. Hogy erre csakugyan megvolt
a lehetGség, azt mutatja az eudoxoszi V. konyv példaja. Bar itt sincs
posztulatum, de van ennek a konyvnek a definiciéi kozott egy olyan,
amely minden tovabbi nélkiil lehetne posztuldtum is: a negyedik;*
ezt nevezték el a 19. szdzadban nem éppen talalé névvel ,,arkhimé-
dészi alaptirvénynek”.

Rovid 6sszefoglaldsként elmondhatjuk: a XI. kényv 39 tétele
bevezetés a testmértanba. A tételek itt is bizonyos, didaktikai szem-
pontbdl ,,emelkedének’ nevezhetd sorrendben kovetik egymdst.
A térben elhelyezett egyenesek és sikok viszonylag ,,egyszeriibb”
problémaditol 1épésrél-lépésre jutunk el a testszogeken keresztiil a
prizmékhoz, a parallelepipedonhoz és a kockdhoz. Altaldban azzal
jellemezhetd a XI. kényv, hogy ebben — a parhuzamossagtol eltekintve-
még csak olyan sztereometriai kérdésekrSl van szd, amelyek targyal-
hatSk a végtelen problémajinak érintése nélkiil. Eppen ebben kiilon-
bozik ez a konyv az utdana kovetkezé XI1I.-t6l.

A XII. konyv felttin6 vonasa, hogy alkalmazza az Gn. exhaustio
modszerét, pl. a 2., 3., 4., 5., a 10., 11., 12. tételben — és egy kissé mas

* Igazaban nincs lényeges kiilonbség definicid, posziuldtum és axidma kozott.
E nevek ma madr szinte tetszés szerint folcserélheték. A megkiilonboztetés csak
torténeti szempontbol lehet érdekes.
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formdban a 16-18. tételekben. Arkhimédész a forrdsunk arra, hogy
ez a modszer Eudoxosztdl szarmazik. Roviden az exhaustio-t (= ,ki-
merités””) — amelynek elnevezése erGsen félrevezets, mert tulajdon-
képpen nem ,kimeritésr61”, hanem éppen -ellenkez8leg valami
kimerithetetlennek a megkozelitésérl van sz6 — a kovetkezGképpen
jellemezhetjiik. Vegyiik példanak a kor teriiletét. Ezt gy kozelitjiik
meg, hogy mind nagyobb oldalszimt szabdlyos sokszoget irunk a
korbe; bar ezeknek a teriilete mindig kisebb lesz, mint a kor teriilete,
de minél nagyobb a sokszdg oldalszidma, annal inkdbb megkézeliti
a sokszog teriilete a kor teriiletét — szinte igy mondhatnank : ,,alulrél”.
Ha ugyanakkor szabdlyos sokszogeket irunk a kor koré kiviilrél,
ezekkel is megkozelitjilk a kor teriiletét ,, feliilrél”. Mert a kor koré
irt szabalyos sokszogek teriilete mindig nagyobb lesz ugyan a kor
teriileténél, de minél nagyobb ezeknek a sokszégeknek az oldalszdma,
annal kézelebb jutunk a kor teriiletéhez. fgy aztdn a két hatar kozé
szoritva annyira kozel juthatunk a kor teriiletéhez, amennyire csak
akarunk - bar tudjuk, hogy magdt a kir-teriiletet mégsem érjitk el
soha, de ott van ez feltétleniil valahol a két kézelité hatdar kozott. —
Ezt a modszert alkalmazza tehat a XII. konyv a felilletek és kobtartal-
mak kiszdmitdsdra. — Amikor, persze, Euklidész térfogat-kiszAmi-
tasairol beszéliink, ne gondoljunk konkrét mérésekre, szamokkal vald
operdciékra. Euklidésznél inkdbb csak olyan térfogat-megéllapitéd
tételeket taldlunk, mint a XII. 10.: ,,Minden kip harmadrésze az
egyenld magassagu és ugyanazon alapon dllo hengernek.” Stb.

Végiil a XIII. konyvben Euklidész t6bb olyan tétel utan, amely
az aranymetszéssel foglalkozik, attér az 6t szabdlyos test targyalasara.
- Ami az aranymetszésre vonatkozo tételeket illeti, ezeknek legalabb
egy része, Ggy latszik, valami olyan hirtdbldzatot készit el, amilyent
tulajdonképpen csak jéval kés6bbi korbdl, az idészamitasunk 2.
szdzadaban él8 csillagdsznak, Klaudiosz Ptolemaiosznak a miivébdl
ismeriink. A torténeti kutatds eddig kevés figyelemre méltatta azt a
kérdést: mennyiben késziti el6 mar Euklidész az asztrondémia hurtzib-
l4zatit, ezt az ,,0kori trigonometriat™.

Az ot szabdlyos test: a tetraéder, hexaéder (kocka), oktaéder,
pentagondddekaéder és ikoszaéder. - Téargyalidsuknal Euklidész
mindig egy adott gombbdl, illet6leg a gomb atmérdjébdl indul ki.
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Amiképpen a IV. konyv a szabalyos sokszogeket egy korbe irta,
ugy irja a XIII. konyv a szabalyos testeket egy adott atmérGjii gomb-
be. Kiszdmitja aztan Euklidész minden szabdlyos test élének és a
koréje irt gomb atmérGjének az aranyat.

A késGbbi 6kor a szabdlyos testeket ,,platéni testek’ néven tar-
totta szdmon, minthogy beszél ezekrdl Platén a ,,Timaiosz” cimii
dialégusban. Bizonyos azonban, hogy ezeknek a szabalyos testeknek
egy része tudomanyos vizsgalédasok targya volt (kiilondsen a pythago-
reusok korében) mar joval a Platén elStti korban.

Egyébként az egész XIII. kényv olyan énmagdban is kerek, zart
egész, hogy voltak modern kutatok, akik feltették: eredetileg ez
Euklidész 6nallé miive lett volna, amelyet talan csak utdlag csatolt
az Elemekhez. Mdsok viszont azt emelték ki: mintha éppen a szaba-
lyos testek targyaldsa lett volna az egész euklidészi Elemek végss
célja.
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10.

11.
12.
il
14.
15

16.

Els6 konyv

Definiciok

. Pont az, aminek nincs része.*

. A vonal szélesség nélkiili hossziisag.

. A vonal végei pontok.

. Egyenes vonal* az, amelyik a rajta levd pontokhoz viszonyitva

egyenl6en fekszik.

. Feliilet az, aminek csak hossziisaga és szélessége van.
. A feliilet végei (=szélei) vonalak.
. Sikfeliilet* az, amelyik a rajta lev6 egyenesekhez viszonyitva egyen-

18en fekszik.

. A sikszdg két olyan egysikbeli vonal egymashoz valé hajlésa,

amelyek metszik egymast, és nem fekszenek egy egyenesen.

. Ha a szoget kozrefogd vonalak egyenesek, egyenes vonaliinak

nevezziik a szoget.*

Ha valamely egyenesre egyenest allitunk tigy, hogy egyenlS mellék-
sz6gek keletkeznek, akkor a két egyenlS szog derékszog, és az
4ll6 egyenest merdlegesnek mondjuk arra, amelyen all.
Tompaszog az, amelyik nagyobb a derékszognél.

Hegyesszog pedig, amelyik kisebb a derékszognél.

Hatar az, ami vége valaminek.

Alakzat az, amit egy vagy tobb hatar vesz koriil.

A kor sikbeli alakzat, amelyet egy vonal vesz koriil [ezt nevezziik
korvonalnak] tgy, hogy az e vonal és egy, az alakzat belsejében
fekvG pont kozé esd szakaszok egyenldk egymassal.

Ezt a pontot a kor kozéppontjanak nevezziik.
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17

18.

19

20.

2l

22

23.

46

A kornek atmérGje barmely, a kozépponton 4t haladé egyenes
vonal, amely mindkétoldalt a kor keriiletén végz8dik. Az ilyen
egyenes félbevagja a kort.

A félkor olyan alakzat, amelyet egy 4tmérd és az dltala kimetszett
koriv vesz koriil. (A félkor kozéppontja ugyanaz a pont, mint
amelyik a koré is.)*

Egyenes vonalu alakzatok (azaz sokszogek)* azok, amelyeket egye-
nes vonalak vesznek koriil, hdromoldaluak, amelyeket hirom,
négyoldaluak, amelyeket négy, sokoldaliiak pedig, amelyeket
négynél tobb egyenes vesz koriil.

A haromoldalu alakzatok koziil egyenl oldali haromszog az,
amelynek harom egyenld oldala van, egyenld szarli, amelynek
csak két egyenld oldala van, ferde pedig, amelynek hdrom nem
egyenlS oldala van.

Tovabba a haromoldalti alakzatok koziil derékszogii harom-
szO0g az, amelynek van derékszoge, tompaszdgii, amelynek van
tompaszoge, hegyesszogli pedig, amelynek hdrom hegyesszoge
van.

A négyoldali alakzatok koziil négyzet az, amelyik egyenld oldala
és derékszogii, téglalap, amelyik derékszogl, de nem egyenld
oldala, rombusz, amelyik egyenlS oldali, de nem derékszogii,
romboid, amelynek a szemkozti oldalai és szogei egyenlSk egy-
massal, de sem nem egyenld oldali, sem nem derékszogii. A tobbi
négyoldali neve legyen trapéz.*

Parhuzamosak azok az egyenesek, amelyek ugyanabban a sikban
vannak és mindkétoldalt végteleniil meghosszabbitva egyiken sem
talalkoznak.

Posztulatumok

. Koveteltessék meg, hogy minden pontbdl minden ponthoz legyen

egyenes htizhaté.
Bk 10005015091 12,5111 11,

. Es hogy véges egyenes vonal egyenesben folytatélag meghosszab-

bithaté legyen.
Eo L2050 163821



. Es hogy minden kézépponttal és tavolsdggal legyen kor rajzolhato.
F.: L3, 125 11, 14,

. Es hogy minden derékszdg egymassal egyenld legyen.*

F.: L. 14-5., 47.;11. 9-10.; III. 1. 3-4.,19., 32.; IV. 4.; VL. 8., 30.
. Es hogy ha két egyenest igy metsz egy egyenes, hogy az egyik olda-
lon keletkezd belsd sz6gek (6sszegben) két derékszognél kisebbek,
akkor a két egyenes végteleniil meghosszabbitva talalkozzék azon
az oldalon, amerre az (0sszegben) két derékszognél kisebb szogek
vannak.

F.: L. 29, 44.; 11. 10.; IV. 4-5.; VI. 3-4.

Axiomak

. Amik ugyanazzal egyenlGk, egymassal is egyenlGk.

F.: 1.1-3,,13-5., 26., 28-30., 35-6., 39-41.,44-6., 48.; 1II. 4-6.,
8-11.; IIlI. 5-6., 22., 25., 27., 31-7.; IV. 3-5.

. Ha egyenl6khoz egyenlSket adunk hozza, az Osszegek egyenlSk.
F.: I 13, 29, 32, 34-5, 43, 45., 47-48.; 1I. 5-8., 10., 12-3.;
III. 8., 15., 22., 31-2., 35-6.

. Ha egyenl6kbdl egyenlGket vesziink el, a maradékok egyenlSk.
F.: 1 2,5, 145, 28., 35., 43., 46.; 1I. 9-11, 14.; IIIL. 14,
26., 28., 32., 35-6.; IV. 3.; V. 5-6.

. Ha nem egyenl6khoz egyenlSket adunk hozzd, az Gsszegek nem
egyenldk.*®

F,: T 47521501 108 NVads;

. Ugyanannak a kétszeresei egyenlSk egyméssal.

F.: L.:14-5., 412508758 TIS8u=s1ViiolD:

. Ugyanannak a fele részei egyenl6k egymadssal.

F.I 37-8.; 11.9-10.; I, 14., 21., 27.; IV. 8-9., 12.

. Az egymasra illeszkedSk egyenl6k egymadssal.

F.: 1. 4, 8.

. Az egész nagyobb a résznél.

F.: 1. 6-7,, 14, 16., 18., 20., 24., 26., 39-40., 44.; II. 10.; IIL
1-25:4-=65 8., 11.,:135 161 8= %0703 2V 30, ;¢ X5

. Két egyenes vonal nem fog kozre teriiletet.*

F.: 1L 4; XI. 3., 7.



[l Tetel
Allitsunk adott véges egyenesszakasz folé egyenld oldalii hdrom-
szoget!¥
Legyen AB az adott véges egyenesszakasz. Az AB véges egyenes-
szakasz folé kell tehat egyenld oldal haromszo-

C get 4llitani.
/A\ Legyen BCD az A kozépponta, AB tavolsag-
gal rajzolt kor (3. P.), tovabbd ACE a B kozép-
' pontl, BA tavolsaggal rajzolt kor, és a C pont-
bol, amelyben metszik egymast a korok, illessziik

az A, B pontokra a CA, CB egyeneseket (1. P.).
Minthogy az 4 pont kozéppontja a CDB kornek, AC egyenld
AB-vel, tovabba, minthogy a B pont kdzéppontja a CAE kornek,
BC egyenl§ BA-val. De megmutattuk, hogy C4 is egyenl§ AB-vel,
tehat CA és CB mindketten egyenlSk 4B-vel. Amik viszont ugyan-
azzal egyenlGk, egymassal is egyenlSk, tehat CA is egyenlé CB-vel
(1. Ax.), igy CA, AB és BC mindharman egyenlGk egymassal.
Tehat az ABC haromszog egyenlS oldald, és az adott AB véges
egyenesszakasz folé allitottuk. Eppen ezt kellett megtenni.
B I 250950

2. "Férel

Helyezziink el adott ponthoz adolt szakasszal egyenld szakaszt!

Legyen A az adott pont, BC pedig az adott szakasz. Az 4 ponthoz
az adott BC szakasszal egyenlé szakaszt kell tehat elhelyezni.

Illessziik az A4 pontbdl a B pontra az AB szakaszt (1. P.), és
allitsuk folé a DAB egyenld oldald harom-
szoget (I. 1.), és legyenek AE, BF a DA, DB
egyenesszakaszok egyenes menti meghosszabbi-
tdsai (2. P.), és legyen CGH a B kozéppon-
ti, BC tavolsaggal rajzolt kor (3. P.), tovabba
GKL a D kozéppontli, DG tavolsdggal raj-
zolt kor.

Minthogy a B pont kézéppontja a CGH kor-
nek, BC egyenl6 BG-vel.* Tovabba, minthogy a
D pont kézéppontja a KLG kornek,DL egyenld
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DG-vel. Ezekb8l DA egyenl6 DB-vel, tehat a maradék AL egyenl8
a maradék BG-vel (3. Ax.). De megmutattuk, hogy BC is egyenld
BG-vel, tehat AL és BC mindketten egyenl8k BG-vel. Amik viszont
ugyanazzal egyenlGk, egymadssal is egyenlSk, tehdat AL is egyenld
BC-vel (1. Ax.).

Tehat az adott 4 ponthoz az adott BC szakasszal egyenld AL sza-
kasz fekszik. Eppen ezt kellett megtenni.

F.: 1.:3.; VLul0-1L e

|56 o 1<

Vonjunk ki két adott, nem egyenld egyenes- D
szakasz koéziil a nagyobbikbdl egy, a kisebbel E:
egyenld szakaszt!* B

Legyen ABés c a két adott, nem egyenld sza- /5
kasz, s legyen koziiliik 4B a nagyobb. A na-
gyobb AB-bdl kell tehat egy a kisebb c-vel egyenld szakaszt kivonni.

Fekiidjék az 4 pontnal a ¢ szakasszal egyenlé 4D (I. 2.), és legyen
DEF az A kozéppontil, AD tavolsaggal rajzolt kor (3. P.).

Minthogy az A pont kézéppontja a DEF kornek, AE egyenl6 AD-
vel. De c is egyenl6 AD-vel. Tehat AFE és ¢ mindketten egyenl6k AD-
vel, tigyhogy AE is egyenld c-vel (1. Ax.).

Tehat a két adott AB és ¢ szakasz koziil a nagyobbikbdl, AB-bdl
kivontuk a kisebb c-vel egyenl8 AE-t. Eppen ezt kellett megtenni.

F.: 1. 5-6.,9., 11., 16., 18., 20., 22., 24., 26., 46., 48.; II. 1., 8-11.;
14,5 HI, 155 PV - Siles SVARESIEE 78 000 S [T6 5 28Z0NEs -
XII. 15.; XII1. 14-15.

I. 4. Tétel

Ha két haromszognek két-két oldala pdronként egyenls, és egy-egy
szoge is egyenld, az, amelyet az egyenld oldalak fognak kézre, akkor
az alapok is egyenldk, és a hdromszogek is egyenlék,* és a tobbi szog
is pdronként egyenld, amelyekkel szemben az egyenld oldalak feksze-
nek.

Legyen ABC és DEF két haromszog, melyeknek két-két oldala,
AB, AC és DE, DF paronként egyenl$, AB a DE-vel, AC pedig a DF-
fel, és a BAC szbg egyenlS az EDF szoggel. Azt 4llitom, hogy a BC
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alap is egyenl$ az EF alappal, és az ABC haromszog egyenlé a DEF

haromszoggel, és a tobbi szog is paronként egyenld,

A amelyekkel szemben az egyenld oldalak fekszenek, az
ABC a DEF, az ACB pedig a DFE szbggel.

c Ha ugyanis az ABC haromszoget a DEF haromszdg-

D re illesztjiik** tigy, hogy az 4 pontot a D pontra, az

AB egyenest pedig a DE egyenesre helyezziik, akkor

A a B pont is illeszkedni fog E-re, minthogy AB egyenl§

F DE-vel; de ha AB illeszkedik DE-re, akkor az AC

egyenes is illeszkedik DF-re, minthogy a BAC szog

egyenlé az EDF szoggel, tgyhogy a C pont is illeszkedni fog az F

pontra, hasonléképp mivel AC egyenl8 DF-fel. De B is illeszkedik

E-re, igyhogy a BC alap illeszkedik az EF alapra. Ha ugyanis B

illeszkedik E-re, C pedig F-re, de a BC alap nem illeszkedik EF-re,

akkor két egyenes vonal teriiletet fog kdzre; ami nem lehetséges (9.

Ax.). Tehat illeszkedik a BC alap EF-re, és egyenlS vele, és a tobbi

szog is illeszkedik a t6bbi szdgre, igyhogy az egész ABC haromszog

illeszkedik az egész DEF haromszogre, és egyenl8 vele, és egyenld

ABC a DEF-fel, ACB pedig DFE-vel (7. Ax.).

Ha tehat két haromszognek két-két oldala paronként egyenld,
és egy-egy szOge is egyenl8, az, amelyet az egyenlS oldalak fognak
kozre, akkor az alapok is egyenl8k, és a haromszogek is egyenldk,
és a tobbi szog is paronként egyenld, amelyek az egyenld oldalak-
kal szemben fekszenek. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: 1. 5-6., 10., 16., 24-6., 33-5., 47.; III. 7-8., 17., 25-6., 29-30.,
33.; IV. 5-6., 13,; VI. 5-6.; XI. 4., 6., 8., 20., 22-4., 26., 29., 35,
38.; XII. 3., 16.; XIII. 7-8., 10-1., 13-4,

B

E

1295 Tétel

Az egyenld szdrii hdromszégeknek az alapon fekvd szogei egyenldok
egymdssal, és ha meghosszabbitjuk az egyenlé oldalakat, akkor az alap
alatt egymdssal egyenll szogek keletkeznek.

Legyen ABC egyenl sz4ari haromszog, melynek AB oldala egyenld
az AC oldallal, és legyenek BD, CE az AB, AC szakaszok egyenes
menti meghosszabbitdsai (2. P.). Azt allitom, hogy az ABC szdg
egyenl6 az ACB, a CBD pedig a BCE szbggel.
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Legyen ugyanis F a BD egy tetszlegesen kivélasztott pontja, és
vonjuk le a nagyobb AE-b6l a kisebb AF-fel egyenl6 4G-t (I. 3.),
és htizzuk meg az FC és GB szakaszokat (1. P.).

Minthogy AF egyenld AG-vel, AB pedig AC-vel, e két-két oldal,
FA, AC és GA, AB paronként egyenlS; €s ugyanazt az FAG szoget
zarjak be; az FC alap tehat egyenlS a GB alappal, és az AFC harom-
szOg egyenlé az AGB haromszdggel, és a tobbi
szog is paronként egyenld, amelyekkel szemben az A
egyenlS oldalak fekszenek, ACF az ABG-vel, AFC
pedig az AGB-vel (L. 4.). Es minthogy a teljes AF
egyenld a teljes AG-vel, s ezekb8l AB egyenl§ AC-
vel, a maradék BF egyenl6 a maradék CG-vel (3. C
Ax.). De megmutattuk azt is, hogy FC egyenld B
GB-vel, tehat e két-két oldal, BF, FC és CG, GB pa-
ronként egyenlé; és a BFC szog egyenl6 CGB-
vel, és a BC kozos alapjuk, tehiat a BFC harom- D
szO0g is egyenl6 a CGB haromszoggel, és a t6bbi
sz0g is paronként egyenlS, amelyekkel szemben az egyenlS oldalak
fekszenek, tehat FBC egyenl6 a GCB, BCF pedig a CBG szoggel
(I. 4.). Minthogy megmutattuk, hogy a teljes ABG szog egyenld a
teljes ACF szoggel, s ezekbdl a CBG szdg egyenld BCF-fel, igy a
maradék ABC szig egyenl6 a maradék ACB-vel (3. Ax.); és az
ABC hiromszog alapjan fekszenek. Megmutattuk azt is, hogy az FBC
szog egyenl6 GCB-vel; és ezek meg az alap alatt vannak.

Az egyenl8 szari hiromszogeknek tehat az alapon fekvs szogei
egyenlk egymaéssal, és ha meghosszabbitjuk az egyenlS oldalakat,
akkor az alap alatt egyméssal egyenld szdgek keletkeznek. Eppen ezt
kellett megmutatni. :

F.: 1. 7, 18-20., 24., 1I. 4., 9-10.; IIl. 2-3., 16., 20., 31.; IV. 10.,
15.; VI. 3., 7.; XIII. 7-10.

m&

I. 6. Tétel
Ha egy hdromszég két szége egyenld egymdssal, akkor az egyenlé
szogekkel szemben fekvd oldalak is egyenlék egymadssal.
Legyen az ABC haromszog ABC szoge egyenld az ACB szdggel.
Azt 4llitom, hogy az 4B oldal is egyenld az AC oldallal.
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Ha ugyanis AB nem egyenl6 AC-vel, akkor egyikiik nagyobb.
Legyen AB a nagyobb, és vonjuk le a nagyobb A4B-b6l a kisebb
AC-vel egyenlé DB-t (I. 3.), és hizzuk meg a DC
A egyenest (1. P.).
D Minthogy DB egyenl8 AC-vel, BC pedig kozos ol-
dal, igy e két-két oldal, DB, BC és AC, CB egymassal
paronként egyenl, és a DBC szig egyenlé ACB-vel;
B C tehat a DC alap egyenl6 az AB alappal, és a DBC ha-

romszog egyenlé az ACB hiromszoggel (1. 4.), a ki-
sebb a nagyobbal (8. Ax.); de ez lehetetlen, tehat AB és AC nem
egyenlGtlenek, azaz egyenlGek.

Ha tehat egy haromszog két szoge egyenlé egymdssal, akkor az
egyenld szogekkel szemben fekvS oldalak is egyenl6k egymassal.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: 11 4., 9-10.; III. 25., IV. 9-10.; VI. 3., XIII. 7-8.

Tl tEéte]

Ugyanarra az egyenesre nem lehet adott két szakasszal pdronként
egyenld mdsik két szakaszt dllitani 1igy, hogy mds ponton taldlkozzanak,
de ugyanazon az oldalon fekiidjenek, és ugyanazok a pontok legyenek
a végeik, mint az el6z8 szakaszoknak.

Tegyiik fol ugyanis, hogy lehetséges, és 4lljon ugyanazon az AB
egyenesen masik két, adott két szakasszal, AC-vel és CB-vel paronként
egyenl6 AD és DB tgy, hogy més pontban talilkozzanak: mig az
el6z6k C-ben, ezek D-ben, de ugyanazon az oldalon fekiidjenek, és
ugyanazok a pontok legyenek a végeik, azaz CA4 legyen egyenld DA-
val, és ugyanaz az A4 legyen a vége, s CB a DB-vel, és ugyanaz a B
legyen a vége; és huzzuk meg a CD-t (1. P.).

Minthogy AC egyenl8 AD-vel, az ACD szog is egyenl6 ADC-vel
(I. 5.); tehat az ADC szdg nagyobb DCB-nél (8. Ax.); igy még inkdbb
nagyobb* a CDB sz6g DCB-nél (8. Ax.). Hasonloképp, minthogy CB
egyenl8 DB-vel, a CDB szog is egyenl8 DCB-vel (1.

5.). De azt is megmutattuk, hogy nagyobb is néla; C D

ez viszont lehetetlen.
Tehat nem lehet ugyanarra az egyenesre, adott két
A

szakasszal paronként egyenl6 masik két szakaszt alli- B
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tani tigy, hogy mas pontban taldlkozzanak, de ugyanazen az oldalon
fekiidjenek és ugyanazok a pontok legyenek a végeik, mint az el6z6
szakaszoknak. Eppen ezt kellett megmutatni.

| 2R

I. 8. tétel

Ha két haromszognek két-két oldala pdronként egyenld, és alapjuk
egyenld, akkor a szogeik is egyenlok, amelyeket az egyenld oldalak
zdrnak be.

Legyen ABC és DEF két haromszog, melyeknek két-két oldala,
AB, AC és DE, DF paronként egyenlS, AB a DE-vel, AC pedig DF-
fel; és legyen a BC alap egyenl$ az EF alappal. Azt allitom, hogy a
BAC szbg is egyenl6 az EDF szoggel.

Ha ugyanis az ABC haromszoget a DEF haromszogre illesztjiik
gy, hogy a B pontot az E pontra, a BC egyenest pedig az EF egyenesre
helyezziik, akkor a C pont is illeszkedni fog F-re, minthogy BC egyenl8
EF-fel; de ha BC illeszkedik EF-re, akkor a BA, CA szakaszok is
illeszkednek ED-re és DF-re. Ha ugyanis a A
BC alap illeszkedik az EF alapra, de a BA b G
és AC oldalak nem illeszkednek ED-re és
DF-re, hanem eltérnek t6liik, mint EG és
GF, akkor ugyanazon az egyenesen adott C F
két szakasszal paronként egyenl6 masik B E
két szakasz all iigy, hogy més pontban ta-
lalkoznak, de ugyanazon az oldalon fekszenek és ugyanazok a pontok
a végeik. Igy azonban nem 4llhatnak (I. 7.); tehat nem igaz, hogy,
noha a BC alap illeszkedik az EF alapra, a BA, AC oldalak nem
illeszkednek ED-re és DF-re. Tehat illeszkednek; tgyhogy a BAC
szdg is illeszkedik az EDF szogre, és egyenld vele (7. Ax.).

Ha tehat két haromszognek két-két oldala paronként egyenlS és
alapjuk egyenld, akkor a szogeik is egyenl8k, amelyeket az egyenld
oldalak zarnak be. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: 1.9, 11-2,, 23, 48.; I1I. 1., 3., 9., 28,, 37.; IV. 9., 12.; VL. 5.;
XI. 4., 6., 8,10, 23.,29,,35.; XII. 7., 17, 18. L.
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I. 9. Tétel
Felezziink meg adott egyenes vonalit széget!
Legyen BAC az adott egyenes vonalu szog. Ezt kell megfelezni.
Legyen D az AB tetszGlegesen valasztott pontja; vonjuk le 4C-bsl
az AD-vel egyenl6 AE-t (1. 3.), és htizzuk meg DE-t
A (1. P.); legyen DEF a DE-vel szerkesztett egyenld
oldalti haromszog (1. 1.); hiizzuk meg AF-et. Azt
allitom, hogy az AF egyenes felezi a BAC szoget.
Minthogy ugyanis AD egyenl8 AE-vel, AF pe-
D E  dig kozds (oldal), e kettS-kettS, DA, AF és EA, AF
paronként egyenlS. Es egyenl6 a DF alap az EF
alappal; tehat a DAF szog egyenlS az EAF szoggel
B .p . S
Tehat az AF egyenes felezi az adott BAC egye-
nes vonalt szoget. Eppen ezt kellett megtenni.
B L0 IV edis LS 13-4 VI 3.

I. 10. Tétel
Felezziink meg adott szakaszt!
Legyen AB az adott szakasz. Az 4B szakaszt kell felezniink.
Szerkessziik foléje az ABC egyenld oldald harom-
szoget (I. 1.), és a CD egyenes felezze meg az ACB C
szoget (I. 9.). Azt 4llitom, hogy a D pont felezi az AB
szakaszt.
Minthogy ugyanis AC egyenl6 CB-vel, CD pedig
kozos (oldal), e kettS-ketts, AC, CD és BC, CD pé-
ronként egyenlS; és egyenl6 az ACD szog a BCDA D B
szoggel; az AD alap egyenlG tehat a BD alappal (1. 4.).
D tehét felezi az adott AB szakaszt. Eppen ezt kellett megtenni.
F.: 1. 11-2 16., 42., 11. 6., 9-11., 14.; TII. 1.,'9-10., 14-5., 25.,
305335 IVIS. 8. VT 29-9.. X, 17, 33 5., 60, 1., 60, 1005 XTIT, 1.

I. 11. Tétel

Huzzunk adott egyeneshez adoit pontjabdl derélszégben egye-
nest!*
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Legyen 4B az adott egyenes, C pedig a rajta adott pont. A C pontb6l
kell egyenest hiiznunk az AB egyeneshez derékszogben.

Legyen D az AC tetszOlegesen vélasztott pontja, és legyen rajta
(az AC egyenesen) a CD-vel egyenlé CE (1. 3.); alljon DE f6lott az
FDE egyenl6 oldalii hiromszoég (I. 1.), és
htizzuk meg FC-t. Azt allitom, hogy az adott &

AB egyeneshez adott C pontjabdl derékszog-
ben hiztuk az FC egyenest.

Minthogy ugyanis DC egyenld CE-vel, B
CF pedig kozos (oldal), e kettS-ketts, DC, s R e 3
CF és EC, CF paronként egyenld; és egyenlé
a DF alap az FE alappal; tehat a DCF szdg egyenl az ECF
szoggel (I. 8.); és ezek mellékszogek. De ha egy egyenesre egy
egyenest ugy allitunk, hogy egyenld mellékszogek keletkeznek,
akkor a két egyenlS szog derékszog (I. 10. D.), tehat DCF és FCE
derékszogek.

Tehit a CF egyenes az adott AB egyeneshez derékszogben 4ll a
rajta adott C pontbél. Eppen ezt kellett megtenni.

Fooo 1ot 3ed G R s e 1 0-10.3 TII 110,157, 19125, 30:;
324 IV 2280 S NI ST L6 8 X 33, X 1 119,

12 Tétel
Bocsdssunk adott végtelen egyenesre rajta kiviil adott pontbol merd-
leges egyenest! r
Legyen AB az adott végtelen egyenes, C pedig a rajta kiviil adott
pont. Az adott 4B végtelen egyenesre

e kell a rajta kiviil adott C pontbdl me-
réleges egyenest bocsatani.
G £ Legyen D az AB egyenes masik ol-

A B daldn tetszllegesen valasztott pont, és
\1‘_1/ EFG a C kozéppontt, CD tavolséggal
D rajzolt kor (3. P.), és H az EG egyenes

felez8pontja (I. 10.), és huzzuk meg a
CG, HC és CE egyeneseket (1. P.). Azt 4llitom, hogy az adott 4B
végtelen egyenesre a CH egyenes mer6legesen van huzva a rajta
kiviil adott C pontbd6l.

55



Minthogy ugyanis GH egyenl HE-vel, HC pedig kozbs (oldal),
e ketté-kett6, GH, HC és EH, HC paronként egyenld; és egyenld a
CG alap a CE alappal; a CHG szbg tehat egyenl$ az EHC szbggel
(L 8.). Es mellékszogek. De ha egy egyenesre egy egyenest tigy allitunk
rd, hogy egyenlS mellékszogek keletkeznek, akkor a két egyenld szog
derékszog, és az ott 4116 egyenest merdlegesnek mondjuk arra, amelyen
all (I. 10. D.).

Tehat az adott 4B végtelen egyenesre a rajta kiviil adott C pontbdl
a CH egyenes merSlegesen van hiizva. Eppen ezt kellett megtenni.

F.: II. 12-3.; 11 14-6., 18., 35-6.; IV. 4., 13.; XI. 11.

113 Tctel

Ha ugy keletkeznek szogek, hogy egy egyenest dllitunk egy egyenesre,
akkor vagy két derékszog, vagy (dsszegben) két derékszoggel egyenld
szogek keletkeznek.

Alljon ugyanis az AB egyenes a CD egyenesen, és legyenek CBA
és ABD a keletkezett szogek. Azt allitom a CBA és ABD szbgekrdl,
hogy vagy mindkett6 derékszog, vagy két derékszoggel egyenlSk.

Mert ha a CBA sz6g egyenlé ABD-vel, akkor mindkettd derékszog
(I. 10. D.). Ha pedig nem, akkor legyen BE a B pontbdl a CD
egyeneshez derékszogben huzott egyenes (I. 11.); tehat CBE

és EBD mindkett6 derékszog; s minthogy a CBE sz5g

E A egyenlS e keti8, CBA és ABE osszegével, ha kozos

(tagnak) hozzdjuk adjuk EBD-t,* akkor CBE és EBD

(6sszegben) egyenld lesz e harommal, CBA-val, ABE-

vel és EBD-vel (2. Ax.). Hasonl6képpen, minthogy

D B C aDBAszog egyenld e kettS, DBE és EBA Gsszegével,

ha k6z06s (tagnak) hozzajuk adjuk 4BC-t, akkor DBA és

ABC (egyiitt) egyenl§ lesz e hArommal, DBE-vel, EBA-val és ABC-vel.

De megmutattuk, hogy CBE és EBD (egyiitt) is egyenld ugyanezzel a

hdrommal, az ugyanazzal egyenl8k pedig egyméssal is egyenlSk

(1. Ax.), tehat CBE és EBD (egyiitt) is egyenl8 DBA-val és ABC-vel.

De CBE és EBD mindkett8 derékszdg, tehat a DBA és ABC szdgek
(0sszege) két derékszdggel egyenld.

Ha tehdt gy keletkeznck szogek, hogy egy egyenest allitunk egy
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eégyenesre, akkor vagy két dgrékszbg, vagy (egyiitt) két derékszoggel
egyenld szogek keletkeznek. Eppen ezt kellett megmutatni.
B Bl d=0001 28930 I8 2 IV 306 155 VT

I. 14. Tétel

Ha valamely egyenesen levd pontndl két egyenes felszik nem ugyan-
azon az oldalon, és két derékszoggel egyenld szogeket alkotnak egymds
mellett, akkor (ugyanazon az) egyenesen van a két egyenes.

Fekiidjék ugyanis az AB egyenesen levé B pontndl két egyenes,
BC és BD nem ugyanazon az oldalon, €s legyenek a keletkezett szogek,
ABC és ABD, két derékszoggel egyenl6k. Azt allitom, hogy BD ugyan-
azon az egyenesen van, mint CB.

Ha ugyanis BD nincs egy egyenesen BC-vel, legyen BE egy egyene-
sen CB-vel.

Minthogy tehat AB a CBE egyenesen all, az ABC és ABE szbgek két
derékszoggel egyenlék (I. 13.). De ABC és ABD is két derékszoggel
egyenlSk (egyiitt), tehit CBA és ABE (egyiitt)

egyenl6 CBA-val és ABD-vel (egyiitt) (4. P., 1. A

és 5. Ax.). Vonjuk le a k6z6s CBA-t, igy a mara- f I
dék ABE egyenl6 a maradék 4BD-vel (3. Ax.),

a kisebb a nagyobbal (8. Ax.), de ez nem lehet-

séges. Tehat BE nincs ugyanazon az egyenesen, C B D

mint CB. Hasonl6képp mutathatndnk meg, hogy
egyetlen mds egyenes sem (sincs ugyanazon az egyenesen, mint CB),
csak BD, tehat CB ugyanazon az egyenesen van, mint BD.

Ha tehat valamely egyenesen levd pontnal két egyenes fekszik nem
ugyanazon az oldalon, és (egyiitt) két derékszoggel egyenls szogeket
alkotnak egymdés mellett, akkor ugyanazon az egyenesen van a két
egyenes. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: 1. 45., 47,; 111, 14.; VI. 14-5., 23,, 25, 32.; X. 25.; XI. 38.

LalS.dletel
Ha két egyenes metszi egymdst, a keletkezé csiucsszogek egyenldk.
Messe ugyanis egymast ¢ két egyenes, 4B és CD, az E pontban. Azt
allitom, hogy az AEC sz6g egyenl6 DEB-vel, a CEB pedig AED-vel.
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Minthogy ugyanis az AE egyenes a CD egyenesen 4ll, és CEA,
AED a keletkezett szogek, igy a AED, CEA szdgek (egyiitt) két
derékszoggel egyenlSk (I. 13.). Hasonléképp, minthogy a DE egye-
nes az AB egyenesen all, és AED, DEB a keletkezett szdgek, igy az

AED, DEB szogek (egyiitt) két derékszoggel

A c C  egyenl8k (I. 13.). De megmutattuk, hogy a
CEA, AED szbgek is (egyiitt) két derékszog-
gel egyenlSk; tehat CEA és AED (egyiitt)

D p egyenl6 AED-vel és DEB-vel (4. P., 1. és 5.

Ax.). Vonjuk le a kozos AED-t, igy a mara-
dék CEA egyenl6 a maradék DEB-vel (3. Ax.). Hasonl6képp
mutathaté meg, hogy CEB és DEA is egyenldk.

Ha tehat két egyenes metszi egymast, a keletkez8 csicsszogek
egyenlSk. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.1.16.,28-9; 44, II; 10:$H1. 25.; IV. 15.; X1. 4.,:33,,738.

[Kovetkezmény

Ebbdl mar nyilvdnvald, hogy ha két* egyenes metszi egymast, akkor
a metszéspontnal (egyiitt) négy derékszdggel egyenls szogek kelet-
keznek.]

I. 16. Tétel

Minden hdromszogben az egyik oldal meghosszabbitdsakor kelet-
kezd kiilsé szdg nagyobb mind a két szemkozti belsd szognél.

Legyen ABC egy haromszog, €s legyen az egyik oldala, BC, a D
pontig meghosszabbitva. Azt allitom, hogy ACD Xkiils§ szog nagyobb
mind a két szemkozti belsé szognél, CBA-nal és BAC-nél.

Legyen E az AC felez8pontja (I. 10.), és hlizzuk meg BE-t, majd
hosszabbitsuk meg egyenes mentén F-ig, és helyezziik el a BE-vel
egyenlé EF-et (I. 3.), és htizzuk meg FC-t, és hosszabbitsuk meg
AC-t G-ig.

Minthogy AE egyenl6 EC-vel, BE pedig EF-fel, A 2
e kett6-ketts, AE, EB és CE, EF paronként egyen-

16; és az AEB szog egyenl8 FEC-vel, mert cstics-

sz6gek (I. 15.); tehat az 4B alap egyenld az FC D
alappal, és az ABE haromszdg egyenlS az FEC ha- B c
romszoggel, és a tobbi szég is paronként egyenld, G
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amelyekkel szemben azegyenls oldalak fekszenek (1. 4.); tehat egyenls
a BAE szbg ECF-fel. ECD pedig nagyobb ECF-nél (8. Ax.), tehdt ACD
nagyobb BAE-nél. A BC szakasz megfelezése utan hasonléképp mutat-
haté megazis, hogya BCG szog, azaz ACD (1. 15.) nagyobb ABC-nélis.

Minden haromszdgben tehdt az egyik oldal meghosszabbitdsakor
keletkezd kiils6 szOg nagyobb mind a két szemkozti bels§ szdgnél.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F. 51178424, p26= R0 I 203

L 17, Tétel

Minden hdromszogben két szog (egyiitt) kisebb két derékszognél,
bdrhogy is valasztjuk oket.

Legyen ABC egy hdromszog. Azt allitom, hogy az ABC hiromszdg-
ben két szog kisebb két derékszognél, barhogy is valasztjuk Sket.

Legyen ugyanis BC a D-ig meghosszabbitva.

Es minthogy ACD kiils6 szoge az ABC hiromszbgnek, nagyobb a
szemkozti ABC bels6é szognél (I. 16.). Adjuk
hozzéajuk kozos (tagnak) az ACB szoget, igy az

A
ACD és ACB szbgek (egyiitt) nagyobbak, mint
ABC és BCA (egyiitt) (4. Ax.). De az ACD és
ACB szogek (egyiitt) két derékszoggel egyeniGk

(I. 13.), tehdt ABC és ACB kisebbek két derék- B C g
szognél. Hasonl6képp mutathatnank meg, hogy
a BAC és ACB szogek is kisebbek két derékszégnél, meg a CAB és
ABC szogek is.
Minden hdaromszogben tehat két szbg (egyiitt) kisebb két derék-
szognél, barhogy is valasztjuk Gket. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: III. 16., 31.; VL. 4., 7.; XI. 14.

Ll ePéte]
Minden hdromszégben a nagyobb oldal nagyobb szdggel szemben
Jfekszik.
Legyen ugyanis ABC egy haromszog, melyben az AC oldal nagyobb
AB-nél. Azt allitom, hogy az ABC szdg is nagyobb a BCA szbgnél.
Minthogy ugyanis AC nagyobb AB-nél, helyezziik el az AB-vel
egyenlé AD-t (1. 3.), és huzzuk meg BD-t.
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Minthogy ADB kiilsé szoge a BCD héaromszognek, nagyobb a
szemkozti DCB belsS szognél (1. 16.). Viszont az ADB sz6g egyenld
A ABD-vel, minthogy az AB oldal is egyenld

az AD oldallal (I. 5.); tehat az ABD szog
D is nagyobb ACB-nél; tehat annil inkabb na-
gyobb az ABC sz6g ACB-nél (8. Ax.).
Minden haromszdgben tehat a nagyobb oldal
B C nagyobb szoggel szemben fekszik. Eppen ezt
kellett megmutatni.
F.: 1. 19.

I. 19. Tétel
Minden hdromszégben a nagyobb sziggel szemben nagyobb oldal
Sfekszik.
Legyen ABC egy haromszog, melyben az ABC sz6g nagyobb a BCA
szognél. Azt allitom, hogy az AC oldal is nagyobb az AB oldalnal.
Ha ugyanis nem, akkor AC vagy egyenl$ AB-vel,
vagy kisebb néla. De 4C nem egyenls AB-vel, mert A
akkor az ABC szog is egyenlS lenne ACB-vel (1. 5.);
de nem az; tehidt AC nem egyenlé AB-vel. De AC
nem is kisebb AB-nél, mert akkor az ABC sz0g is
kisebb lenne ACB-nél (1. 18.); de nem az; tehat AC B
nem kisebb AB-nél. Megmutattuk, hogy nem is
egyenlS vele. Tehat AC nagyobb AB-nél. C
Minden haromszdgben tehat a nagyobb szdggel
szemben nagyobb oldal fekszik. Eppen ezt kellett megmutatni.
E.::1.:20,,: 243011, 2:,16...18:

I. 20. Tétel

Minden hdromszogben két oldal (egyiitt) nagyobb a harmadikndl,
akdrhogy is vdlasztjuk dket.

Legyen ugyanis ABC egy haromszog. Azt allitom, hogy az ABC
haromszogben két oldal (egyiitt) nagyobb a harmadiknal, akarhogy is
vélasztjuk 6ket, B4 és AC (egyiitt) nagyobb BC-nél, AB meg BC
az AC-nél, BC meg CA pedig nagyobb AB-nél.
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Hosszabbitsuk meg ugyanis BA-t a D pontig, és legyen AD egyenlS
a CA-val (1. 3.); huzzuk meg DC-t.

Minthogy tehat DA egyenl§ AC-vel, az ADC sz6g is egyenld az
ACD sziggel (1. 5.); a BCD szbg nagyobb tehdt az
ACD szognél (8. Ax.); minthogy pedig DCB egy D
hdromszég, melyben a BCD sz6g nagyobb BDC-nél,
és a nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal fek-
szik, igy DB nagyobb BC-nél (I. 19.). DA pedig
egyenl8 AC-vel; tehat BA és AC (egyiitt) nagyobb A
BC-nél. Hasonloképp mutathatndnk meg, hogy AB
és BC is nagyobb CA-nil, BC és CA pedig AB- B C
nél.

Tehat minden hdromszdgben két oldal nagyobb a harmadiknal,
akéarhogy is vélasztjuk Sket. Eppen ezt kellett megmutatni.

B.: L 21200 =80 112 0715 s XT. 20, 22,

I. 21; Tétel

Ha egy hdromszog egyik oldaldra a végpontjaiban beliil két szakaszt
dllitunk, akkor az dllé szakaszok a hdromszég mdsik két oldaldndl
(egyiitt) kisebbek, de nagyobb széget fognak kozre.

Alljon ugyanis az ABC haromszog egyik oldalan, BC-n, a B és C
végpontokon beliil két szakasz, BD és DC. Azt allitom, hogy BD és
DC a hiromszog mdsik két oldalanal, BA-nil és AC-nél (egyiitt)
kisebbek, de a BAC szbgnél nagyob BDC szoget fogjak kozre.

Legyen ugyanis BD az E-ig meghosszabbitva. Es minthogy minden
haromszoégben két oldal (Osszege) nagyobb a harmadiknal, az ABE

haromszog két oldala, AB és AE (dsszegben) na-

A gyobb BE-nél (I. 20.). Adjuk hozzdjuk kozds

E (tagnak) EC-t, igy BA és AC (egyiitt) nagyobbak,

mint BE és EC (4. Ax.). Hasonloképp, minthogy

A a CED héromszog két oldala, CE és ED, na-
B A gyobb CD-nél, adjuk hozzdjuk k6z6s (tagnak)

DB-t, igy CE és EB nagyobbak, mint CD és

DB. De megmutattuk, hogy BA és AC nagyobbak, mint BE és EC,
tehat BA és AC annal inkdabb nagyobbak, mint BD és DC.

Tovabba, minthogy minden haromszdgben a kiils8 szég nagyobb a
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szemkozti bels szognél, igy a CDE haromszog BDC kiilsS szoge
nagyobb CED-nél (I. 16.). Ugyanezért az ABE hiromszog CEB kiilsé
szoge is nagyobb BAC-nél. De megmutattuk, hogy a BDC szog
nagyobb CEB-nél, tehat a BDC sz6g annal inkdbb nagyobb BAC-nél.

Ha tehit egy haromszog egyik oldalara a végpontjaiban beliil két
szakaszt éallitunk, akkor az allé szakaszok a haromszég mésik két
oldal4nal kisebbek, de nagyobb szdget fognak kozre. Eppen ezt kel-
lett megmutatni.

B, 1524%8 T8t

1. 22. Tétel

Szerkessziink hdromszioget hdrom szakaszbdl, melyek hdrom adott
szakasszal egyenlGk! Sziikséges, hogy két szakasz (egyiitt) nagyobb
legyen a harmadikndl, akdrhogy is vdlasztjuk Gket [mert minden
hdromszogben két oldal (egyiitt) nagyobb a harmadikndl, akdrhogy is
vdlasztjuk Sket (1. 20.) ].

Legyen a, b és ¢ a harom adott szakasz, és legyen koziililk ketté
(egyiitt) a harmadiknal nagyobb, akéarhogy is vélasztjuk 8ket, a meg
b a c-nél, a meg ¢ a b-nél és végiil b meg c az a-nal. Tehat a-val, b-vel
és c-vel egyenl6 szakaszokbdl kell hiromszoget szerkeszteniink.

Vegyiink egy DE (fél)egyenest, melynek D legyen a végpontja, E
felé pedig legyen végtelen, és mérjitk r4 az a-val egyenld DF-et, a

b-vel egyenlS FG-t és a c-vel egyenld GH-t
PO (L. 3.), és legyen DKL az F kozéppontt,
el FD tavolsaggal rajzolt kor, tovabba KLH
e a G kozéppontl, GH tavolsaggal rajzolt
kor, és hiizzuk meg KF-et és KG-t. Alli-
tom, hogy a-val, b-vel és c-vel egyenls
E héarom szakaszbdl van szerkesztve a KFG
haromszog. :
Minthogy ugyanis az F pont kozép-
pontja a DKL kornek, FD egyenlé FK-
val. De FD egyenlS a-val, tehat KF is egyenlé a-val. Tovibb4,
minthogy a G pont kézéppontja az LKH kornek, GH egyenl8
GK-val. De GH egyenl§ c-vel, tehat KG is egyenl§ c-vel. De FG
is egyenlG b-vel, e harom szakasz tehat, KF, FG és GK egyenld e ha-
rommal, g-val, b-vel és c-vel.
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Hérom szakaszbol tehat, KF-b6l, FG-bdl, és GK-bol, melyek egyen-
16k a harom adott a, b és ¢ szakasszal, haromsz6get szerkesztettiink,
KFG-t. Eppen ezt kellett megtenni.

s 523

L. 23. Fétel

Szerkessziink adott egyenesre, egy rajta levé ponthoz, adott egyenes
vonalti széggel egyenld egyenes vonalil széget.

Legyen AB az adott egyenes, 4 a rajta lev6 pont, DCE pedig az
adott egyenes vonalu szog. Az adott AB egye-
nesre kell tehat a rajta lev8 4 ponthoz az adott D
DCE egyenesvonalu szoggel egyenlS egyenes ¢
vonald szoget szerkeszteni.

Legyen D és E egy-egy, a CD és CE egye- E r
neseken tetszGlegesen vélasztott pont, és hiz-
zuk meg DE-t, és legyen AFG az e hirom A AG— B
szakasszal, CD-vel, DE-vel és CE-vel egyenld
hirom szakaszbdl szerkesztett hiromszog (1. 22.), tgyhogy CD
egyenlo AF-fel, CE az AG-vel és DE is FG-vel.

Minthogy tehat e két-két (oldal), DC, CE és FA, AG paronként
egyenlS, és a DE alap is egyenlS az FG alappal, igy a DCE szog
egyenlG az FAG szoggel (1. 8.).

Az adott AB egyenesre tehat, a rajta levé 4 ponthoz, az adott
DCE egyenes vonali szdggel egyenl6 FAG egyenes vonali szdget
szerkesztettiink. Eppen ezt kellett megtenni.

F.: 1. 24., 31., 42.; TIL. 7-8., 25.;,27., 33-4.; IV. 2-3.; V1. 5-7,,
14-5., 18.; XI. 26., 31.

I. 24. Tétel

Ha két hdaromszogben két-két oldal pdaronként egyenld, de az egyenld
oldalak altal kézrefogott szég nagyobb az egyikben, mint a mdsikban,
akkor az egyiknek az alapja szintén nagyobb a mdsik alapjdndl.

Legyen ABC és DEF két haromszog, amelyeknek két-két oldala,
AB, AC és DE, DF péronként egyenl8, AB a DE-vel, AC pedig DF-
fel, és legyen az A-nél levG szdg nagyobb a D-nél lev6 szognél. Azt
allitom, hogy a BC alap szintén nagyobb az EF alapnal.

Minthogy ugyanis a BAC szbg nagyobb az EDF szognél, szerkesz-
sziink a DE egyenesre, a rajta levé D ponthoz, a BAC szdggel
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egyenl8 EDG szoget (1. 23.), és helyezziink el egy mind AC-vel, mind
DF-fel egyenl8 DG szakaszt (1. 3.), és hlizzuk meg EG-t és FG-t.

Minthogy tehat AB egyenl6 DE-vel, AC pedig DG-vel, e két-két
(oldal), BA, AC és ED, DG paronként egyenld; és a BAC szdg is
egyenl6 EDG-vel, tehat a BC alap egyenlS az EG alappal (I. 4.).
Tovabba, minthogy DF egyenlS DG-vel, a DGF szdg is egyenl8 DFG-

vel (I. 5.), a DFG szo6g tehat nagyobb EGF-nél

A D (8. Ax.), még inkdbb nagyobb tehit az EFG

E  szdg EGF-nél (8. Ax.). Es minthogy EGF egy

haromszdg, melyben az EFG sz6g nagyobb

N{: EGF-nél, a nagyobb szbggel szemben pedig

G nagyobb oldal fekszik, az EG oldal is nagyobb

C EF-nél (1. 19.). EG viszont egyenld BC-vel,
tehat BC is nagyobb EF-nél.*

Ha tehat két haromszogben két-két oldal paronként egyenld, de az
egyenld oldalak altal kozrefogott sz6g nagyobb az egyikben, mint a
masikban, akkor az egyiknek az alapja szintén nagyobb a masik
alapjanél. Eppen ezt kellett megmutatni.

Eio o 252 001 7805150 X1 22.

I. 25, Tétel

Ha két hdaromszogben két-két oldal pdronként egyenld, az egyik
alapja viszont nagyobb a mdsik alapjdndl, akkor az egyenld oldalak
dltal kozrefogott szog is nagyobb abban a hdromszdgben, amelynek
alapja nagyobb, mint a mdsikban.

Legyen ABC és DEF két haromszog, amelynek két-két oldala,
AB, AC és DE, DF paronként egyenlS, 4B a DE-vel, AC pedig DF-
fel, a BC alap viszont legyen nagyobb az EF alapnal. Azt alli-
tom, hogy a BAC szdg is nagyobb az EDF
szognél.

Ha ugyanis nem, akkor vagy egyenlé vele, A
vagy kisebb néla. De a BAC szdg nem egyenld 2
EDF szoggel, mert akkor a BC alap is egyenlé D
lenne az EF alappal (I. 4.). De nem az, tehat a
BAC szbg nem egyenl6 az EDF szoggel. De a B A
BAC szog nem is kisebb az EDF szognél, mert £ F
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akkor a BC alap is kisebb lenne az EF alapnél (I. 24.). De nem az,
tehat a BAC sz6g nem kisebb az EDF szognél. Megmutattuk, hogy
nem is egyenld vele, tehat a BAC szig nagyobb az EDF sz6gnél.

Ha tehat két haromszogben két-két oldal paronként egyenld, az
egyik alapja viszont nagyobb a masik alapjanil, akkor az egyenld
oldalak 4ltal kozrefogott szog is nagyobb abban a haromszdgben,
amelynek alapja nagyobb, mint a masikban, Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

EinaX1: 20,523

I. 26. Tétel

Ha két hdromszogben két-két szog pdronként egyenld, és egy-egy
oldal is, akdr az egyenld sziogek melletti oldal, akdr az, amelyik az
egyenld szogek egyikével szemben fekszik, akkor a tébbi oldal is
pdronként egyenld, és ugyamigy a fonnmaradd egy-egy szog.

Legyen ABC és DEF két hiaromszog, melyeknek két-két szoge,
ABC, BCA és DEF, EFD paronként egyenld, az ABC sz6g a DEF
szoggel, a BCA szog pedig az EFD szoggel. Legyen még egy-egy
oldaluk is egyenlG, el8szér az egyenls szogek melletti BC és EF. Azt
allitom, hogy a tobbi oldal is paronként egyenl8, AB a DE-vel, AC
pedig DF-fel, és a fonnmaradé egy-egy szog is, BAC és EDF.

Ha ugyanis AB nem egyenlé DE-vel, akkor egyikiik nagyobb.
Legyen AB a nagyobb, és mérjink fol egy DE-vel egyenldé BG sza-
kaszt (1. 3.) és hizzuk meg GC-t. Minthogy tehiat BG egyenlé DE-
vel, BC pcdlg EF-fel, e két-két (oldal), BG, BC és DE, EF péronként
egyenls. Es egyenld a GBC szdg a DEF
szbggel, tehat a GC alap egyenl6 a DF D
alappal, és a GBC haromszog egyenls a
DEF héromszoggel, és a tobbi szog is pa- A A
ronként egyenld, amelyekkel szemben az E E
egyenld oldalak fekszenek, a GCB szig
egyenld tehat DFE-vel (1. 4.). De foltettiik,
hogy a DFE szog egyenls BCA-val, tehat 8 ~ H C
a BCG szog is egyenld a BCA szdggel
(1. Ax.), a kisebb a nagyobbal (8. Ax.), ez viszont nem lehetséges.
Teh4t AB és DE nem egyenl6tlenek, azaz egyenl6k. De BC is egyenlS
EF-fel, tehat e két-két (oldal), AB, BC és DE, EF paronként egyenld.
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Es az ABC sz0g is egyenlS a DEF szoggel, tehat az AC alap egyenlS a
DF alappal, és a fennmaradé BAC szog egyenld a fonnmaradé EDF
szoggel (1. 4.).

Most pedig legyenek az egyenld szogekkel szemkozt fekvS oldalak
egyenldk, példaul 4B és DE. Ismét azt allitom, hogy a tobbi oldal is
paronként egyenld, AC a DF-fel, BC pedig EF-fel, és ugyanigy a
fonnmarado egy-egy szog is, BAC és EDF.*

Ha ugyanis BC nem egyenl EF-fel, akkor egyikiik nagyobb. Ha ez
lehetséges, legyen BC a nagyobb, és mérjiink fol egy EF-fel egyenld
BH szakaszt (1. 3.), és huzzuk meg AH-t. Minthogy BH egyenlS EF-
fel, AB pedig DE-vel, e két-két (oldal), 4B, BH és DE, EF paronként
egyenl. Es egyenl szogeket fognak kozre, tehat az AH alap egyenld
a DF alappal, és az ABH haromszog egyenlé a DEF hiaromszoggel,
és a tobbi szog is paronként egyenld, amelyekkel szemben az egyenld
oldalak fekszenek, egyenlG tehat a BHA sz6g EFD-vel (1. 4.). De EFD
egyenlé BCA-val, igy az AHC haromszog BHA kiils6 szbge egyenls
a szemkozti BCA belsd szoggel (1. Ax.), ez viszont nem lehetséges
(I. 16.). Tehat nem igaz, hogy BC és EF nem egyenldk, azaz egyenl6k.
De AB is egyenl8 DE-vel, igy e két-két (oldal), AB, BC és DE, EF
paronként egyenlS. Es egyenlS szogeket fognak kozre, tehat az AC
alap egyenl6 a DF alappal, és az ABC haromszog egyenlé a DEF
haromszoggel, és ugyanigy a fonnmaradé BAC szdg egyenlS a fonn-
marad6 EDF szoggel (1. 4.).

Ha tehat két haromszOgben két-két szog paronként, és egy-egy
oldal egyenld, akar az egyenl6 szogek melletti oldal, akar az, amelyik
az egyenlS szdgek egyikével szemben fekszik, akkor a tébbi oldal is
egyenld, és ugyanigy a fonnmaradé egy-egy szog. Eppen ezt kellett
megmutatni.

E.: L 34000 350V, 4., 12-3:; X1 4,35, 38, X7 XTI,

1. 27./ Tétel :
Ha két egyenest egy egyenes ugy melsz, hogy egymds kozott egyenld
valtdszogek keletkeznek, akkor a két egyenes pdrhuzamos egymadssal.
Messen ugyanis két egyenest, AB-t és CD-t egy EF egyenes ugy,
hogy a keletkezett AEF és EFD valtészogek egymas kozott egyenlSk
legyenek. Azt allitom, hogy 4B parhuzamos CD-vel.
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Ha ugyanis nem, akkor az AB és CD egyenesek meghosszabbitva
talalkoznak vagy a B és D, vagy az A és C pontok oldaldn. Legyenek
meghosszabbitva, és taldlkozzanak B
és D oldalan a G pontban. Ekkor a GEF
haromszég AEF kiilsé szoge egyenl6 a A E B
szemkozti EFG belsé szoggel, ez viszont
nem lehetséges (I. 16.), nem talalkozik G
tehit az AB és a CD egyenes B és c = D
D oldalan. Hasonl6képp mutathatnank
meg, hogy az A é C pontok oldalin
sem érhetnek Ossze. De az egyik oldalon sem taldlkozé egyenesek
parhuzamosak (I. 23. D.), tehat AB parhuzamos CD-vel.

Ha tehat két egyenest egy egyenes uigy metsz, hogy egymas kozott
egyenl$ valtészogek keletkeznek, akkor a két egyenes parhuzamos.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: L 28.,i50-11.33

I. 28. Tétel

Ha két egyenest egy egyenes gy metsz, hogy az ugyanazon az oldalon
levé szemkézti belsé szoggel egyenld killsé szog keletkezik, vagy ugyan-
azon az oldalon két derékszoggel egyenld belsd szégek keletkeznek,
akkor a két egyenes pdrhuzamos.

Messen ugyanis két egyenest, AB-t és CD-t, egy EF egyenes ugy,
hogy a szemkdzti GHD belsS szoggel egyenld EGB kiils6 szog kelet-
kezzék, vagy az ugyanazon az oldalon keletkez6 BGH és GHD bels6

szogek (egyiitt) két derékszoggel legyenek egyen-

E; 16k. Azt allitom, hogy 4B parhuzamos CD-vel.

A \G B Minthogy ugyanis az EGB szdg egyenls
GHD-vel, az EGB szog pedig AGH-val egyenld

\ (I. 15.), igy az AGH szdg is egyenl6 GHD-vel

14 Sk 05Z0
E H\ 5 (1. Ax.). Es véltészogek, AB parhuzamos tehat
Tt

CD-vel (I. 27.).
Masrészt, minthogy BGH és GHD (egyiitt)
két derékszoggel egyenlS, és AGH meg BGH
is két derékszoggel egyenld (I. 13.), AGH meg BGH egyenl6 BGH
meg GHD-vel (1. Ax.). Vonjuk le a kdzdés BGH-t, igy a maradék

67



AGH egyenl6 a maradék GHD-vel (3. Ax.). Es valtészogek, AB pér-
huzamos tehat CD-vel (I. 27.).

Ha tehat két egyenest egy egyenes tigy metsz, hogy az ugyanazon
az oldalon levs szemkozti belsS széggel egyenld kiilsd szog keletkezik,
vagy ugyanazon az oldalon két derékszoggel egyenlS belsé szbgek
keletkeznek, akkor a két egyenes parhuzamos. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

B0 IV. 75 VIGd s X0 6 56 8

1.529. Tétel

Ha pdrhuzamos egyeneseket metsz egy egyenes, akkor egymdssal
egyenld valtdszigek keletkeznek, és a szemkozti belsé szoggel egyenld
kiilsé szog keletkezik, és ugyanazon az oldalon (egyiitt) két derék-
szoggel egyenld belsd szogek keletkeznek.*

Messe ugyanis a parhuzamos AB, CD egyeneseket egy EF egyenes.
Azt allitom, hogy az AGH, GHD valtészogek egyenlSk, és az EGB
kiils6 szog egyenld a szemkozti GHD belsS szoggel, és az ugyanazon
az oldalon levd6 BGH, GHD bels8 szdgek (egyiitt) két derékszoggel
egyenlSk.

Ha ugyanis az AGH sz6g nem egyenlS G HD-vel, egyikiik nagyobb.
Legyen AGH a nagyobb. Adjuk hozzdjuk kozos (tagnak) BGH-t;
igy AGH és BGH (egyiitt) nagyobb, mint BGH és GHD (2. Ax.).
Azonban AGH és BGH (egyiitt) két derékszoggel egyenlS (I. 13.),
tehdt BGH és GHD (egyiitt) kisebbek, mint két derékszog. De a két
derékszognél kisebb szogek fel6l végteleniil meghosszabbitott egye-
nesek taldlkoznak (5. P.); AB és CD tehat végteleniil meghosszab-
bitva taldlkozni fognak. De nem érnek Ossze, mivel foltettiik,

hogy parhuzamosak (I. 23. D.); nem igaz

= tehat, hogy AGH é GHD nem egyenldk,

A \G B ceyenl8k tehat. Azonban az AGH szog egyenlS
EGB-vel (1. 15.); tehat az EGB szbg is egyenls

\ GHD-vel (1. Ax.). Adjuk hozzijuk kozos (tag-
: nak) BGH-t; igy EGB és BGH (egyiitt) egyenld
c H\ o ) gy (egyiitt) egy
i

BGH-val és GHD-vel (2. Ax.). Azonban EGB
és BGH (egyiitt) két derékszoggel egyenld
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(I. 13.); tehat BGH és GHD is két derékszoggel egyenlSk
(1. Ax.).

Ha tehat parhuzamos egyeneseket metsz egy egyenes, akkor egy-
massal egyenl$ valtoszogek keletkeznek, és a szemkozti belsG szoggel
egyenld kiils6 szog keletkezik, és ugyanazon az oldalon (egyiitt) két
derékszdggel egyenlS belsd szogek keletkeznek. Eppen ezt kellett
megmutatni.

F.:I. 30, 32-5,, 44-6.; 1. 4., 9-10.; VI. 3., 24-5., 32.; XI. 8, 15.,
38.; XII. 3-4.

1. 30. Tétel

Az ugyanazzal az egyenessel pdrhuzamos egyenesek egymdssal is
pdrhuzamosak.

AB és CD legyenek mind a ketten parhuzamosak EF-fel. Azt alli-
tom, hogy AB is parhuzamos CD-vel.

Messe Gket ugyanis a GK egyenes. ]

Minthogy a GK egyenes a parhuzamos AB és A G / B
EF egyeneseket metszi, az AGK szog egyenld /
GHF-fel (1. 29.). Hasonléképp, minthogy 2 GK E__H £
egyenes a parhuzamos EF és CD egyeneseket cC K / D

metszi, a GHF szog egyenlé GKD-vel (I. 29.).
De megmutattuk, hogy az AGK szdg is egyenl§
GHF-fel. Az AGK szog is egyenld tehat GKD-
vel (1. Ax.); és valtészogek. AB parhuzamos tehat CD-vel (1. 27.).
[Azugyanazzal az egyenessel parhuzamos egyenesek tehat egymads-
sal is parhuzamosak.] Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: 1. 44-5, 47, 1I. 2-8.; IV. 7-8.; VI. 26.; XII. 17.

)

I 31 Tétel
Hizzunk adott ponton drt adott egyenessel pdrhuzamos egyenest!
Legyen A az adott pont, BC pedig az adott egyenes. Az 4 ponton
at kell tehat a BC egyenessel parhuzamos egye-

nest hizni.
E A _F Legyen D a BC egyencs egy tetszSlegesen
/ valasztott pontja, és hiizzuk meg AD-t; és szer-
kessziink az 4D egyeneshez a rajta lev6 A pont-
B D C hozegy, az ADC szdggel egyenlé DAE szoget
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(I. 23.), és legyen KA egyenes menti meghosszabbitisa az AF egye-
nes.

Minthogy e két egyenest, BC-t és EF-et, az AD egyenes ugy metszi,
hogy a keletkezett DAE és ADC viltészogek egyenlSk, az EAF egye-
nes parhuzamos BC-vel (1. 27.).

Az adott 4 ponton at tehat az adott BC egyenessel parhuzamos
EAF egyenest hiiztunk. Eppen ezt kellett megtenni.

F.: 1. 32, 37-40,, 42., 44., 46-7., II. 1-10.; 1V. 8.; VL. 3., 9-12,
14., 16., 26.; X. 60., 91,, 97.; X1. 11-2.

I. 32. Tétel

Minden hdromszéghen az egyik oldal meghosszabbitdasakor kelet-
kezd kiils6 szog egyenld a két szemkdzti belsé szog osszegével, és a
hdromszég hdrom belsd szoge (egyiitt) két derékszoggel egyenld.

Legyen ABC egy hdromszog, és legyen az egyik oldala, BC, a D
pontig meghosszabbitva. Azt allitom, hogy az ACD kiils6 szog egyenld

a két szemkozti belsS szog, CAB és ABC Osszegé-
A E vel, és a haromsz6g hidrom bels6 szoge, ABC,
BCA és CAB (egyiitt) két derékszoggel egyenld.
Huzzuk meg ugyanis a C ponton ataz AB egye-

nessel parhuzamos CE egyenest (1. 31.).
Minthogy AB péarhuzamos CE-vel, és metszi
B C D ket AC, a CAB és ACE vAltészdgek egyenlSk
egymassal (I. 29.). Tovabb4, minthogy AB par-
huzamos CE-vel, és metszi 6ket a BD egyenes, az ECD kiils6 szog
egyenlé a szemkozti ABC bels6 szoggel (I. 29.). De megmutattuk
azt is, hogy az ACFE szog egyenl$ C AB-vel. Tehat a teljes ACD szog
egyenl§ a két szemkozti bels6 szég, CAB és ABC 0Osszegével

(2. Ax.).*

Adjuk hozzajuk kozos (tagnak) BCA-t; igy ACD és BCA (egyiitt)
egyenlG e hiarom szoggel, ABC-vel, BC A-val és CAB-vel (2. Ax.).
Azonban ACD és BCA (egyiitt) két derékszoggel egyenls (I. 13.);
tehédt az ABC, BC A és C AB szogek is (egyiitt) két derékszoggel egyen-
16k (1. Ax.).

Minden hiromszdgben tehat az egyik oldal meghosszabbitasakor
keletkezd kiils6 szog egyenlS a két szemkozti belsd szog Osszegével,
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és a hdromszog harom bels8 szoge (egyiitt) két derékszdggel egyenld.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: II. 9-10.; III.20., 22,,31-2.; IV. 2-3,, 10., 15.; VI. 5-8,, 18.,
20.,24:5:325 X120 = XIH: 811 21801

= 335 etel

Az egyenlé és parhuzamos szakaszokat ugyanazon az oldalon dssze-
kotd szakaszok maguk is egyenlék és pdrhuzamosak.

Legyenek AB és CD egyenl6k és parhuzamosak, és kossék Ossze
Gket ugyanazon az oldalon* az AC, BD szakaszok. Azt allitom, hogy
AC és BD is egyenlGk és parhuzamosak.

Huzzuk meg BC-t.

Minthogy AB parhuzamos CD-vel, és BC metszi 6ket, az ABC,
BCD valtészogek egyenlSk egyméssal (1. 29.). Es minthogy 4B egyenld
CD-vel, BC pedig kozos (oldal), igy e két-két (oldal), AB, BC és BC,
CD (paronként) egyenlG; és egyenlé az
ABC szbg a BCD szoggel; tehat az AC B A
alap egyenlé a BD alappal, és az ABC hé-
romszog egyenlé a BCD haromszdggel, és
a tobbi sz0g is padronként egyenld, amelyek- f ¢
kel szemben az egyenlS oldalak fekszenek;
egyenls tehat az ACB szdég CBD-vel (1. 4.). Es minthogy e két
szakaszt, AC-t és BD-t, a BC szakasz figy metszi, hogy a kelet-
kezett valtészogek egyenlSk, AC parhuzamos BD-vel (1. 27.). De azt
is megmutattuk, hogy egyenls vele.

Az egyenl§ és parhuzamos szakaszokat ugyanazon az oldalon
Osszekot6 szakaszok tehdt maguk is egyenlSk és parhuzamosak.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: I 36., 45.; XI. 10., 38.; XII. 17.; XIII. 16.

T:234.-Tetel
A pdrhuzamos vonalir* idomok szemkézti oldalai és szégei egyenlék
egymdssal, és az dtlo felezi fket.
Legyen ACDB egy parhuzamos vonalu idom, BC pedig egy atloja.
Azt allitom, hogy az ACDB paralelogramma szemkézti oldalai és
szogei egyenl6k egymassal, és a BC atl6 felezi.
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Minthogy ugyanis 4B parhuzamos CD-vel, és a BC egyenes metszi
8ket, az ABC, BCD valtoszogek egyenlSk egymassal (I1..29.). Hason-
16képp, minthogy AC parhuzamos BD-vel, és BC metszi Gket, az ACB,
CBD viltészogek egyenlSk egymdssal (I. 29.). gy ABC é BCD két
olyan haromszog, melyeknek két-két szoge, ABC, ACB és BCD, CBD

paronként egyenlS, és egy-egy oldaluk is

A B egyenld, az egyenlS szogek kozotti kdzos

BC; tehat a tobbi oldal is paronként

Z egyenld, és a fonnmaradd egy-egy szog is

C D (1. 26.); egyenl§ tehat az AB oldal CD-vel,

az AC (oldal) pedig BD-vel, és még egyenld

a BAC sz0g is CDB-vel. Es minthogy az ABC szbg egyenl8 BCD-

vel, a CBD szbg pedig ACB-vel, igy a teljes ABD szbg egyenld a

teljes ACD szoggel (2. Ax.). De megmutattuk azt is, hogy a BAC
szog egyenl6 CDB-vel.

Tehat a parhuzamos vonala 1dom0k szemkozti oldalai és szogel

egyenlSk egymassal.

Azt is allitom, hogy az 4tlé felezi Sket. Minthogy ugyanis 4B
egyenl6 CD-vel, BC pedig k6zos (oldal), igy e két-két (oldal), 4B, BC
és CD, BC paronként egyenld; és egyenld az ABC szbg BCD-vel
(I. 29.). Tehat az AC alap egyenlé BD-vel, és az ABC hiromszdg
egyenlé a BCD haromszoggel (1. 4.).

A BC 4tl6 tehat felezi az ABCD paralelogrammét. Eppen ezt kellett
megmutatni.

F.: L. 35-8,, 41., 43., 45-6.; II. 1., 4., 7-10.; IV. 7-8.; VI. 4., 10.;
X. 54. L.; XI. 24, 28-9,, 39.; XII. 2., 7., 9.

I. 35. Tétel

Az ugyanazon az alapon és ugyanazon pdrhuzamosok kdzott fekvd
paralelogrammdk egyenlok egymdssal.

Fekiidjék az ABCD és az EBCF paralelogramma ugyanazon a BC
alapon és ugyanazon AF, BC parhuzamosok kozott. Azt Allitom,
hogy az ABCD paralelogramma egyenlé EBCF-fel.

Minthogy ugyanis ABCD paralelogramma, AD egyenlé BC-vel
(I. 34.). Ugyanigy EF is egyenl8 BC-vel, igyhogy 4D is egyenlS EF-fel
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(1. Ax.); és DE kozos*; a teljes AE** tehat egyenlS a teljes DF-fel
(2. Ax.). De 4B is egyenl6 DC-vel (1. 34.), igy e két-két (oldal), AE, AB
és DF, DC paronként egyenlS; és az FDC kiilsS szog egyenls az EAB
belsd szoggel (1. 29.), tehat az EB alap egyenl§ az FC alappal, és az
EAB hiromszog egyenl§ az FDC haromszog-

gel (I 4.). Vonjuk le a kozos DGE (hirom- A D& F
szoget); igy a maradék ABGD trapéz egyenls

a maradék EGCF trapézzal (3. Ax.). Adjuk

hozzajuk kozos (tagnak) a GBC hiromszoget;

igy a teljes ABCD paralelogramma egyenld a B c

teljes EBCF paralelogrammaval (2. Ax.).

Az ugyanazon az alapon és ugyanazon parhuzamosok kozott fekve
paralelogrammék tehét egyenl6k egymdssal. Eppen ezt kellett
megmutatni.

F.: I 36-7.; X1, 31.

I. 36. Tétel

Az egyenlé alapokon és ugyanazon pdrhuzamosok kézétt fekvd para-
lelogrammdk egyenlék egymdssal.

Fekiidjenek az ABCD, EFGH paralelogrammak az egyenl6 BC, FG
alapokon és ugyanazon AH, BG parhuzamosok kozott. Azt allitom,
hogy az ABCD paralelogramma egyenl6 az EFGH paralelogrammaval.

Htzzuk meg ugyanis BE-t és CH-t.

Es minthogy BC egyenl8 FG-vel, FG pedig EH-val egyenl§ (1. 34.),
igy BC is egyenl8 EH-val (1. Ax.). De parhuzamosak is. Es EB meg

HC koti 6ssze Sket; az egyenld és parhuza-

A DE H mos szakaszokat ugyanazon az oldalon

0sszekot6 szakaszok egyenlSk és parhuza-
mosak (I. 33.) [tehat BE és CH is egyenl§
¢s parhuzamos]. Tehat EBCH paralelo-

B C = G gramma. Es egyenl§ ABCD-vel, ugyanis
ugyanaz a BC egyenes az alapja és ugyan-

azon BC, AH péarhuzamosok kozott fekszik, mint ez (1. 35.). Ugyan-
igy EFGH is egyenlG ugyanezzel az EBCH paralelogrammaval (1. 35.),
ugyhogy az ABCD paralelogramma is egyenld EFGH-val (1. Ax.).
Az egyenl§ alapokon és ugyanazon parhuzamosok kézott fekvd
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para1elogrammék tehat egyenl(’fk egymassal. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.
F.:1.:38.; 1. 5-6., 8.; VI. 28-9.; XI. 25, 29.

I. 37. Tétel
Az ugyanazon az alapon és ugyanazon pdrhuzamosok kozott fekvd
hdromszogek egyenldk egymdssal.

Fekiidjék az ABC és a DBC haromszog ugyanazon a BC alapon és
ugyanazon AD, BC parhuzamosok kozott. Azt allitom, hogy egyenld
az ABC haromszog a DBC haromszoggel.

Hosszabbitsuk meg AD-t mind a két oldalon, E-ig, illetve F-ig,
és a B ponton at huzzuk meg a CA-val parhuzamos BE egyenest,
C-n at pedig a BD-vel parhuzamos CF-et (1. 31.).

Tehat mind a két idom, EBC A és DBCF paralelogramma; és egyen-
16k, ugyanis ugyanazon a BC alapon fekszenek €s ugyanazon BC,

EF parhuzamosok kozott (I. 35.); és az EBCA
e A D E paralelogrammanak fele az ABC haromszog, az
AB atl6 ugyanis felezi a paralelogrammat (I. 34.);
a DBCF paralelogramméanak pedig fele része a
DBC haromszog, ugyanis a DC 4tl6 felezi ezt
B C (a mésik paralelogrammat). De egyenlGknek a
fele részei egyenlGk egymassal (6. Ax.). Egyenls

tehat az ABC haromszdg a DBC hiromszdggel.

Az ugyanazon az alapon és ugyanazon parhuzamosok ko6zott fekvd
héromszdgek tehat egyenl8k egyméssal. Eppen ezt kellett megmutatni.

Bl R0EE

I. 38. Tétel
Az egyenlé alapokon és ugyanazon pdrhuzamosok kozott fekvd
hdromszogek egyenldk egymdssal.
Fekiidjenek az ABC, DEF haromszogek az egyenld BC, EF alapo-
kon és ugyanazon BF, AD parhuzamosok kozétt. Azt allitom, hogy
az ABC hiromszog egyenls a DEF haromszoggel.

Hosszabbitsuk meg ugyanis 4D-t mindkétoldalt, G-ig, illetve H-ig,
és a B ponton 4t huzzunk egy CA-val parhuzamos BG egyenest,az
F-en 4t pedig egy DE-vel parhuzamos FH-t (1. 31.).
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Teh4t GBCA és DEFH mind a ketten paralelogrammak; és GBCA
egyenl8 DEFH-val, ugyanis az egyenld BC, EF alapokon és ugyanazon
BF, GH péarhuzamosok kozott fekszenek
(I. 36.). Es a GBCA paralelogrammanak G AD H

fele része az ABC haromszog, az AB 4tlo
ugyanis felezi (I. 34.); a DEFH paralelo-
grammanak pedig fele része a DEF harom-

szog, ugyanis (ezt meg) a DF 4tl6 felezi B C E F
(I. 34.); de egyenlSknek a fele részei

egyenlSk egyméssal” (6. Ax.), egyenlS tehat az ABC haromszog a
DEF haromszdggel.

Az egyenlS alapokon és ugyanazon parhuzamosok kozott fekvd
haromszogek tehat egyenlk egymdassal. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

F.: 1. 40., 42,; VI, 1-2.

I. 39. Tétel
Az ugyanazon az alapon és ugyanazon az oldalon fekvd egyenlé
hdromszogek ugyanazon pdarhuzamosok kézott is fekszenek.

Fekiidjenek az egyenl6 ABC, DBC hiaromszbgek ugyanazon a BC
alapon, és annak ugyanazon az oldalan. Azt éllitom, hogy ugyanazon
parhuzamosok kozott is fekszenek. Huzzuk meg ugyanis AD-t.
Azt allitom, hogy AD parhuzamos BC-vel.

Ha ugyanis nem az, akkor huzzunk az 4 ponton 4t egy, a BC egye-

nessel parhuzamos AE-t (I. 31.), és htizzuk meg EC-t. Az ABC harom-

sz6g egyenld tehat az EBC haromszoggel, mert

A p ugyanazon a BC alapon fekszik, mint az, és ugyan-

azon parhuzamosok kozott (1. 37.). De az 4ABC

haromszog egyenlé DBC-vel, tehidt a DBC hirom-

szbg is egyenld EBC-vel (1. Ax.), a nagyobb a ki-

B C sebbel (8. Ax.); ez viszont nem lehetséges, tehat

AE nem parhuzamos BC-vel. Hasonloképpen mu-

tathatndnk meg, hogy egyetlen madsik egyenes sem (parhuzamos
BC-vel), csak AD; AD tehit parhuzamos BC-vel.

Az ugyanazon az alapon és ugyanazon az oldalon fekvS egyenl8

75



haromszégek tehdt ugyanazon parhuzamosok kozott is fekszenek.
Eppen ezt kellett megmutatni.
LR AL, )
1. 40. Tétel
Az egyenld alapokon és ugyanazon az oldalon fekvd egyenlé hdarom-
szogek ugyanazon pdrhuzamosok kozott is fekszenek.*

Fekiidjenek az egyenlé ABC, CDE haromszdgek az egyenld BC, CE
alapokon és ugyanazon az oldalon. Azt allitom, hogy ugyanazon
parhuzamosok kozott is fekszenek.

Huzzuk meg ugyanis AD-t. Azt allitom, hogy AD parhuzamos BE-
vel.

Ha ugyanis nem az, akkor hiizzunk az 4-n 4t egy BE-vel parhuza-
mos AF-et (I. 31.), és htizzuk meg FE-t. Az ABC haromszég egyenld
tehat az FCE hiromszoggel, mert az egyenld BC, CE alapokon feksze-
nek és ugyanazon BE, AF parhuzamosok kozott (I. 38.). De az ABC
haromszég egyenlé a DCE haromszoggel, tehat a DCE hiromszdog is
egyenl$ az FCE haromszoggel (1. Ax.), a nagyobb a kisebbel (8. Ax.);
ez viszont nem lehetséges, tehat AF nem parhuzamos BE-vel. Hasonl6-
képpen mutathatnank meg, hogy egyetlen masik egyenes sem (pé4rhu-
zamos BE-vel), kivéve AD-t; AD tehat parhuzamos BE-vel.

Az egyenl6 alapokon és ugyanazon az oldalon fekvs egyenl$ harom-
szogek tehat ugyanazon parhuzamosok kozott is fekszenek. Eppen ezt
kellett megmutatni.

1. 41. Tétel

Ha egy paralelogrammdnak ugyanaz az alapja, mint egy hdromszig-
nek, és ugyanazon pdrhuzamosok kozott fekszik, akkor a paralelo-
gramma kétszerese a haromszognek.

Legyen ugyanis az ABCD paralelogrammanak ugyanaz a BC sza-
kasz az alapja, mint az EBC haromszognek, és fekiidjék ugyanazon
BC, AE parhuzamosok kozott. Azt allitom, hogy az
A D E ABCD paralelogramma kétszerese az EBC harom-
szognek.
Huzzuk meg ugyanis AC-t.
Ekkor az ABC haromszdg egyenl$ az EBC ha-
B G romszoggel, mert ugyanazon a BC alapon fekszik,




mint amaz, és ugyanazon BC, AE pirhuzamosok koézott (I. 37.).
Azonban az ABCD paralelogramma kétszerese az ABC haromszog-
nek, ugyanis az AC 4tl6 felezi (a paralelogrammat) (I. 34.); tgyhogy
az ABCD paralelogramma az EBC haromszognek is kétszerese
(5. és 1. Ax.).

Ha tehat egy paralelogrammaéanak ugyanaz az alapja, mint egy ha-
romszognek, és ugyanazon parhuzamosok kozott fekszik, akkor a pa-
ralelogramma kétszerese a hdromszognek. Eppen ezt kellett meg-

mutatni.
FioT:42 4l Nl e X020, SthasaXdl 3.

I. 42. Tétel

Szerkessziink adott hdromszoggel egyenld adott egyenes vonali szogii
paralelogrammdt!

Legyen ABC az adott haromsz6g, 6 pedig az adott egyenes vonali
sz6g. Az ABC hiaromszoggel egyenlé 6 egyenes vonald szogili para-
lelogrammat kell tehat szerkeszteni.

Legyen E a BC felez6pontja (I. 10.), és huzzuk meg AE-t, és szer-
kessziink az FEC egyenesre, a rajta lev6 E ponthoz egy d-val egyenld
CEF szoget (I. 23.), és hizzunk A-n at egy EC-vel parhuzamos AG-t,
C-n 4at pedig egy EF-fel parhuzamos CG-t (I. 31.); FECG tehat
paralelogramma. Es minthogy BE egyenl§ EC-vel, az ABE harom-
szOg is egyenlé az AEC haromszoggel, ugyanis
az egyenld BE, EC alapokon fekszenek, és ugyan- | & A g
azon BC, AG parhuzamosok kozoit (I. 38.); \/
kétszerese tehat az ABC haromszog az AEC ha-
romszognek. De az FECG paralelogramma is
kétszerese az AEC haromszognek, ugyanis B
ugyanaz az alapja, mint annak, és ugyanazon
parhuzamosok kozétt fekszik,” mint az (I. 41.); egyenld tehat az
FECG 'paralelogramma az ABC hiromszoggel (5. Ax.). Es a CEF
szbge egyenl8 az adott d-val.

Tehét az adott 4ABC haromszdggel egyenld és d-val egyenlé CEF
szdgli FECG paralelogrammat szerkesztettiink. Eppen ezt kellett meg-
tenni.

F.:1, 44-5,

77



I. 43. Tétel

Minden paralelogrammadban az atlo koriilotti paralelogrammdk para-
plérdmdi egyenldk egymdssal.

Legyen ABCD egy paralelogramma, AC pedig egyik atl6ja, és AC
koriil fekiidjenek az EH, FG* paralelogrammak, és legyenek BK,
KD az ugynevezett ,,parapléromak”**. Azt dllitom, hogy a BK pa-
rapléroma egyenlé a KD parapléromaval.

Minthogy ugyanis ABCD paralelogramma, AC pedig atléja, az
ABC haromszog egyenl6 az ACD haromszoggel (I. 34.). Hasonl6-
képp, minthogy EH is paralelogramma, AK pedig atldja, az AEK
haromszog egyenl6 az AHK haromszoggel (I. 34.). Ugyanigy a KFC
haromszdg is egyenl8 a KGC hiaromszoggel. Minthogy tehat az AEK

hiromszog az AHK haromszoggel egyenld, KFC
A H D pedig KGC-vel, az AEK meg a KGC haromszog
Osszege egyenlS az AHK meg a KFC haromszog
E E Osszegével (2. Ax.). De a teljes ABC haromszog
is egyenlG a teljes ADC haromszoggel; a mara-
dék BK parapléroma tehat egyenlé a maradék

B G C KD paraplérémaval (3. Ax.).

Teh4t minden parhuzamos vonali idomban az
atlé koriilotti paralelogrammdak parapléromai egyenl8k egymaéssal.
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: 1. 44.; il. 4-8.; VI. 27-9.; X. 54., 91.; XIII. 1-5.

1. 44. Tétel
Illessziink* adott szakaszhoz adott hdromszoggel egyenlé',:;adott egye-

nes vonalii szogii paralelogrammadt!

Legyen AB az adott szakasz, C az adott hdromszdg, 6 pedig az
hoz kell tehat az adott C haromszdggel egyen- é
18 és é-val egyenlS szogli paralelogrammat

K

Szerkessziink egy, a C haromszoggel egyenld H
és a 0-val egyenl6 EBG szogli BEFG paralelo- G
ugyanazon az egyenesen legyen, mint AB,** és H L
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adott egyenes vonald szég. Az adott AB szakasz-

hozzéilleszteni.

grammat (1. 42.), és tigy helyezziik el, hogy BE M
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hosszabbitsuk meg FG-t H-ig, és A-n 4t a BG, EF egyenesekkel
parhuzamosan htizzuk AH-t (I. 31.), és hiizzuk meg HB-t. Es mint
hogy a parhuzamos AH-t és EF-et metszette 4t HF, igy az AHF,
HFE szogek Osszege két derékszoggel egyenld (1. 29.). Tehat BHG és
GFE (= HFE) 0sszege kisebb, mint két derékszog (8. Ax.); de az
(egyiitt) két derékszognél kisebb szogek iranydba végteleniil meg-
hoszabbitott egyenesek taldlkoznak (5. P.), tehat HB és EF meg-
hosszabbitva taldlkozni fognak. Legyenek meghosszabbitva, és talal-
kozzanak K-ban, és a K ponton at az E4, FH egyenesekkel parhu-
zamosan huzzuk KIL-t (I. 30., 31.), és hosszabbitsuk meg HA-t és
BG-t az L, illetve M pontig.

-HLKF tehat paralelogramma, HK pedig egy atldja, és AG, ME a
HK melletti paralelogrammak, LB és BF pedig az tigynevezett para-
pléréomak; LB egyenls tehat BF-fel (I. 43.). De BF a C haromszoggel
egyenl8, tehat LB is egyenld C-vel (1. Ax.). Es minthogy a GBE szdg
egyenld ABM-mel (I. 15.), mésrészt a GBE szog 6-val egyenlS, az
ABM szbg is egyenl6 a 6 szoggel (1. Ax.).

Tehat az adott AB szakaszhoz az adott C haromszoggel egyenld és
8 szoggel egyenl8 ABM szogii paralelogrammat illesztettiik. Eppen
ezt kellett megtenni.

F.: 1. 45.; VL. 25.; X. 20., 22-3., 25-6., 38., 41., 44., stb.

1. 45. Tétel
Szerkessziink adott egyenes vonalti (alakzattal) (1. 19. D.) egyenlé
és adott egyenes vonalu szogii paralelogrammadt!
Legyen ABCD az adott egyenes vonalt (alakzat),* e pedig az
adott egyenes vonalu szog. Tehat az ABCD
egyenes vonali (alakzattal) egyenl6 és A

adott & szogii paralelogrammat kell szer- D
keszteni.
Huzzuk meg DB-t, €s szerkessziink egy 3

az ABD haromszoggel egyenld és e-nal B E g 1
egyenl8 HKF szogli paralelogrammat (1. 42.),

és illessziink a GH egyeneshez egy, a DBC ﬂ
hiromszoggel egyenld és e-nal egyenl6 GHM

szogli GM paralelogrammét (1. 44.). K HM



Es minthogy az e sz6g a HKF, GHM szbgek mindegyikével egyenl§,
a HKF szogisegyenl6 a GHM szbggel (1. Ax.). Adjuk hozzajuk kozds
(tagnak) KHG-t, igy az FKH, KHG szogek (egyiitt) a KHG, GHM
szogek Osszegével egyenlSk (2. Ax.). Azonban FKH és KHG (egyiitt)
két derékszoggel egyenld (I. 29.), tehat KHG és GHM is (egyiitt) két
derékszoggel egyenld (1. Ax.). Igy a GH egyenesen lev8 H pontnél
két egyenes, KH és HM fekszik nem ugyanazon az oldalon, és két
derékszoggel egyenl6 szogeket alkotnak egymds mellett, tehit KH
ugyanazon az egyenesen van, mint HM (I. 14.); és minthogy a parhu-
zamos KM-et és FG-t metszia GH egyenes, a GHM, HGF valtészogek
egyenlSk egymassal (I. 29.). Adjuk hozzajuk k6zds (tagnak) a HGL
szoget, igy az MHG, HGL szbgek (egyiitt) a HGF, HGL szbgek-
kel egyenlék (2. Ax.). Azonban az MHG, HGL szbgek (egyiitt) két
derékszoggel egyenlSk (I. 29.), tehat HGF meg HGL is (egyiitt) két
derékszoggel egyenlS (1. Ax.); FG tehdt ugyanazon az egyenesen
van, mint GL (I. 14.). Es minthogy FK egyenl8 és parhuzamos is GH-
val (I. 34.), HG viszont ML-lel (egyenld és parhuzamos is) (I. 34.), igy
FK is ML-lel egyenl§ és parhuzamos is (1. Ax., I. 30.); s a KM, FL
szakaszok kotik ossze Gket, KM ¢és FL is egyenl6k és parhuzamosak
tehat (I. 33.), KFLM tehét paralelogramma. Es minthogy az 4BD
haromszog egyenl8 az FH paralelogrammaval, DBC pedig GM-mel,
igy a teljes ABCD egyenes vonalu (alakzat) egyenld a teljes KFLM
paralelogrammadval (2. Ax.).

Tehat az adott ABCD egyenes vonalu (alakzattal) egyenld és adott
e-nal egyenl6 FKM szbgii KFLM paralelogrammat szerkesztettiink.
Eppen ezt kellett megtenni.

F.: 1L 14.; VI. 25.; X. 20., 41., 47., 78., 81., 84.

I. 46. Tétel
Emeljiink adott szakaszra (mint oldalra) négyzetet!
Legyen AB az adott szakasz. Az AB szakaszra kell tehdt (mint
oldalra) négyzetet emelni.
Hutzzunk az 4B egyeneshez derékszdgben a rajta levG 4 pontbdl
egy AC egyenest (I. 11.), és mérjiink fol ra egy AB-vel egyenlé AD-t
(I. 3.), és a D ponton at hlizzunk egy AB-vel parhuzamos DE egyenest
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(I. 31.), a B ponton &t pedig hizzunk egy AD-vel parhuzamos
BE egyenest (I. 31.).

ADERB tehat paralelogramma; 4B egyenl6 tehat DE-vel, AD pedig
BE-vel (I. 34.). De AB egyenl6 AD-vel, e négy szakasz tehat, AB,
AD, DE és BE egyenl6 egymassal (1. Ax.); az ADEB
paralelogramma tehat egyenlS oldalii. Azt allitom, hogy C
derékszogli is. Minthogy ugyanis a parhuzamos AB-t és D' g
DE-t metszi az AD egyenes, igy a BAD, ADE szdgek
(egyiitt) két derékszoggel egyenlGk (1. 29.). De BAD derék-
sz0g; derékszog tehat ADE is (3. Ax.). A parhuzamos
vonali idomok szemkézti oldalai és szogei viszont A _ B
egyenlGk egymassal (I. 34.); derékszog tehat mind a két
szemkozti ABE, BED szog is; ADEB tehat derékszogli. De megmu-
tattuk azt is, hogy egyenl8 oldald.

Négyzet tehat (I. 22. D.); és az AB szakaszra emeltiik (mint oldalra).
Eppen ezt kellett megtenni.

F.: L 47.; II. 2-8,, 11., 14.; VI. 30.; X, 19-21., 22, L., stb.

1. 47. Tétel
A derékszogli hdaromszogekben a derékszoggel szemkozti oldalra
emelt négyzet egyenld a derékszoget kizrefogo oldalakra emelt négyze-
tek osszegével.

Legyen ABC egy derékszogli haromszog, és benne BAC a derék-
sz0g. Azt allitom, hogy a BC oldalu négyzet
H egyenlS a BA meg az AC oldalu négyzet Gsz-

szegével.
G K Legyen ugyanis BDEC a BC oldallal szer-
£ kesztett négyzet, GB, HC pedig a BA, AC
C oldalra emelt négyzet (I. 46.), és hlizzuk A4-n
B at a BD és a CE egyenessel parhuzamosan
AL-t (1. 30., 31.), és huzzuk meg AD-t és FC-t.
Minthogy pedig mind BAC, mind BAG de-
DL E rékszog, igy a BA egyenesen lev8 A pontnél
két AC, AG egyenes fekszik nem ugyanazon
az oldalon, és két derékszoggel egyenld szogeket alkotnak egymds mel-
lett; tehat AC ugyanazon az egyenesen van, mint 4G (I. 14.). Eppen
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ezért BA is ugyanazon az egyenesen van, mint AH. Minthogy pedig
a DBC sz6g egyenl6 FBA-val — derékszog ugyanis mind a kett§
(4. P.) -, adjuk hozzéjuk kozos (tagnak) az ABC szdget; igy a teljes
DBA szbg egyenl a teljes FBC-vel (2. Ax.). Es minthogy DB egyenld
BC-vel, FB pedig BA4-val, (I. 22. D.), e két-két (oldal), DB, BA és
FB, BC paronként egyenlS; és a DBA sz6g egyenld FBC-vel; az AD
alap tehat egyenl6 az FC alappal, és az ABD hiromszdg egyenl az
FBC haromszoggel (I. 4.); és az ABD haromszognek kétszerese a BL
paralelogramma, mert ugyanaz a BD szakasz az alapjuk és ugyan-
azon BD, AL parhuzamosok kozott fekszenek (1. 41.); az FBC harom-
szognek pedig kétszerese a GB négyzet, mert ismét ugyanaz az FB
szakasz az alapjuk és ugyanazon FB, GC parhuzamosok kozott fek-
szenek (I. 41.). Egyenl6knek a kétszeresei pedig egyenl8k egymaéssal
(5. Ax.); egyenl6 tehat a BL paralelogramma a GB négyzettel.
Hasonl6képp mutathaté meg AE-t és BK-t meghtizva az is, hogy a CL
paralelogramma egyenl6 a HC négyzettel. A teljes BDEC négyzet
tehdt egyenlS e két négyzettel, GB-vel meg HC-vel (2. Ax.). Es a
BDEC négyzetet a BC, a GB, HC négyzeteket pedig a BA, AC oldalra
emeltiik. A BC oldala négyzet tehat egyenl8 a BA meg az AC oldalu
négyzetekkel.

A derékszogli haromszogekben tehat a derékszoggel szemkozti ol-
dalra emelt négyzet egyenlS a derékszoget kozrefogd oldalakra emelt
négyzetek Osszegével. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: L. 48.; II. 9-14.; III. 14., 35-36.; IV. 12.; X. 14. L., 29., 30,
33-35.7 X 2300285 1, 3505 X1, 17, 3 XL 12, 14-15.,°18.

I. 48. Tétel

Ha egy hdromszogben az egyik oldalra emelt négyzet egyenlé a
hdromszog mdsik két oldaldra emelt négyzetek isszegével, akkor derék-
520g a hdromszog mdsik két oldala dltal kozrefogott szig.

Legyen ugyanis az ABC haromszog egyik oldaldra, a BC-re emelt
négyzet egyenl6 a BA, AC oldalakra emelt négyzetekkel. Azt allitom,
hogy BAC derékszog.

Hitizzuk ugyanis az 4 pontbol az AC egyenessel derékszogben AD-t (L.
11.), és mérjiik fol rd a BA-val egyenld AD-t (L. 3.), és huzzuk meg DC-t,

Minthogy 4AB-vel AD egyenl§, az 4D oldala négyzet is egyenl6 az
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AB oldali négyzettel. Adjuk hozzdjuk kozos (tagnak) az AC oldald
négyzetet, igy az AD, AC oldali négyzetek (egyiitt) egyenlSk a
BA, AC oldalu négyzetekkel (2. Ax.). Azonban az
AD meg az AC oldali négyzettel egyenl6 a DC ol- G
dalt, DAC ugyanis derékszog (1. 47.), a B4 meg az
AC oldali négyzettel pedig a feltétel szerint egyenls a
BC oldalt; tehat a DC oldalt négyzet egyenl§ a BC
oldalival (1. Ax.), ugyhogy a DC oldal is egyenld
BC-vel. Es minthogy 4D egyenl6 BA-val, AC pedig p A B
kozos (oldal), e két-két (oldal), AD, AC és BA, AC
egyenlS; és a DC alap egyenld a BC alappal; a DAC szog tehat
egyenld a BAC szoggel (I. 8.). DAC viszont derékszog, derékszdg
tehat BAC is.

Ha tehat egy haromszogben az egyik oldalra emelt négyzet egyenld
a haromszog masik két oldalara emelt négyzetek Gsszegével, akkor
derékszog a hdromszdg mdsik két oldala 4ltal kozrefogott szog.
Eppen ezt kellett megmutatni.

FicaXl edo
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Masodik konyv

Definicidk

1. A derékszogii paralelogrammakrél (azaz a téglalapokrol) azt
mondjuk, hogy a derékszoget kozrefogd két (oldal) szakasz kozre-
fogja Gket.

2. Nevezziik gnémoénnak minden paralelogrammaéban az atlo korii-
16tti barmelyik paralelogrammat a két parapléromaval egyiitt.*

IL. 1. Tétel
Ha van két szakasz, és az egyikiiket valahdny részre osztjuk, aklkor a
két szakasz dltal kézrefogott téglalap egyenld a félosztatlan szakasz és
az egyes részek dital kozrefogott téglalapok dsszegével.*
Legyen a és BC két szakasz, és osszuk fol BC-t taldlomra a D és E
pontokban. Azt allitom, hogy az a és BC altal

e kozrefogott téglalap egyenl8 az a és BD meg az
B D E C aés DE meg az aés EC altal kozrefogott tégla-

lapokkal.
Huzzuk a B pontbol BC-vel derékszogben
e BF-et (1. 11.), és mérjiik ra az a-val egyenld BG-t
(L. 3.), és htizzuk G-n a4t BC-vel parhuzamosan a
GH, D-n, E-n és C-n 4t pedig BG-vel parhuza-
mosan a DK, EL és CH egyeneseket (1. 31.).
Egyenl8 hat BH a BK-val, DL-lel meg EH-val. Es BH az a és BC
kozotti téglalap, mert BG és BC fogja kozre, BG pedig egyenl§ a-val;
8 BK az a és BD kozotti téglalap, mert BG és BD fogja kozre, BG
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pedig egyenl8 a-val, s¥DL az a és DE koz6tti téglalap, mert DK, azaz.
BG, egyenl§ a-val (I. 34.). Es végiil EH hasonl6képp az a és EC kozotti
téglalap, az a és BC kozotti téglalap tehat egyenlS az a és BD meg az
a és DE meg az a és EC kozotti téglalapokkal.

Ha tehét van két szakasz és az egyikiiket valahiny részre osztjuk,
akkor a két szakasz altal kozrefogott téglalap egyenld a folosztatlan
szakasz és az egyes részek altal kozrefogott téglalapok Gsszegével.
Eppen ezt kellett megmutatni.

1. 25 Fcte]

Ha egy egyenesszakaszt tetszélegesen kettéosztunk, akkor a teljes
szakasz és az egyes részek dital kizrefogott téglalapok (egyiitt) egyen-
16k a teljes szakaszra emelt négyzettel.*

Osszuk ugyanis ketté az 4B szakaszt a tetsz6leges C pontban. Azt
allitom, hogy az AB és BC 4iltal kozrefogott téglalap meg az AB és
AC 4ltal kozrefogott téglalap (egyiitt) egyenlS az AB-re emelt négy-
zettel.

Legyen ugyanis ADEB az AB oldala négyzet (I. 46.), és huzzuk a
C ponton at az AD és a BE egyenessel parhuzamosan CF-et (I. 31.
és 30.).

Egyenl6 hat AE az AF-fel meg CE-vel. Es AE az AB oldalii négyzet,
AF az AB és AC Altal kozrefogott téglalap, mert AD és
AC fogja kozre, AD pedig egyenlG AB-vel, s CE az AB
és BC kozotti téglalap, mert BE egyenlS AB-vel. Az AB és AC B
AC meg az AB és BC kozotti téglalapok tehat (egyiitt)
egyenl6k az AB oldalt négyzettel.

Ha teh4t egy egyenesszakaszt tetszGlegesen kettéosz- DF £
tunk, akkor a teljes szakasz és az egyes részek altal koz-
refogott téglalapok (egyiitt) egyenlSk a teljes szakaszra emelt négy-
zettel. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XIII. 8. Fiiggelék, 10.

II. 3. Tétel
Ha egy egyenesszakaszt tetszdlegesen kettéosztunk, akkor a teljes
szakasz meg az egyik rész dltal kozrefogott téglalap egyenld a két rész
dltal kozrefogott téglalap és az emlitett részre emelt négyzet osszegével.*
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Osszuk ugyanis az 4B szakaszt ketté a tetsz8leges C pontban. Azt
allitom, hogy az AB és BC #4ltal kozrefogott téglalap egyenl6 az AC
és BC altal kozrefogott téglalap meg a BC oldalu négyzet dsszegével.

Legyen ugyanis CDEB a BC oldala négyzet (1. 46.), és hosszabbit-

suk meg ED-t F-ig, és htizzuk 'A-n 4t AF-et a DC
L B ¢és a BE egyenessel pdrhuzamosan (1. 31. és 30.).

Egyenl6 hat AE az AD-vel és CE-vel, és AE az AB és
BC A4ltal kozrefogott téglalap, mert AB és BE fogja
L kozre, BE pedig egyenlé BC-vel; s AD az AC és BC
F D E xomtt téglalap, mert DC egyenld BC-vel; DB pedig

a BC oldali négyzet. Az AB és BC altal kozrefogott
téglalap tehdt egyenl6 az AC és BC éltal kozrefogott téglalap meg
a BC oldali négyzet dsszegével.

Ha tehat egy egyenesszakaszt tetszSlegesen kettéosztunk, akkor a
teljes szakasz meg az egyik rész 4ltal kozrefogott téglalap egyenl§ a
két rész éltal kozrefogott téglalap és az emlitett részre emelt négyzet
osszegével. Eppen ezt kellett megmutatni.

B IX. 45

I1. 4. Tétel
Ha egy egyenesszakaszt tetszdlegesen kettéosztunk, akkor a teljes
szakaszra emelt négyzet egyenld az egyes részekkel szerkesztett négyze-
teknek meg a két vész dltal kizrefogott téglalap két-

szeresének az Osszegével * A C B
Osszuk ugyanis az AB egyenesszakaszt ketté a
tetszGleges C pontban. Azt allitom, hogy az AB H G K

oldali négyzet egyenlé az AC meg CB oldalu négy-
zetekkel meg az AC és CB altal kdzrefogott tégla-
lap kétszeresével. D FE
Legyen ugyanis ADEB az AB oldalra emelt négy-
zet (I. 46.), és hlizzuk meg BD-t, és hlizzuk C-n 4t az AD és az
EB egyenessel pdrhuzamosan CF-et, G-n at pedig az AB és a DE
egyenessel parhuzamosan HK-t (I. 31. és 30.).
Es minthogy parhuzamos CF az AD-vel, & BD metszi 8ket, a CGB
kiils6 szog egyenld a szemkozti ADB bels6 szoggel (I. 29.). Azonban
az ADB szog ABD-vel egyenlS, minthogy az 4B oldal is egyenl6 AD-
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vel (I. 5.); a CGB szog is egyenl$ tehat GBC (= ABD)-vel (1. Ax.),
tgyhogy a CB oldal is egyenl6 a CG oldallal (1. 6.). De CB GK-val
egyenld, CG pedig KB-vel (L. 34.), GK is egyenid tehat KB-vel (1. Ax.);
CGKB tehat egyenlS oldali. Azt allitom, hogy derékszdgii is. Mint-
hogy ugyanis CG parhuzamos KB-vel [és a CB egyenes metszi Gket],
a KBC és a GCB szbg (egyiitt) két derékszoggel egyenls (1. 29.).
KBC viszont derékszog, derékszog tehat BCG is, vigyhogy a szem-
kozti CGK, GKB szogek is derékszdgek (I. 34.). CGKB tehat derék-
szogli. De megmutattuk azt is, hogy egyenld oldalu; négyzet tehat,
mégpedig a CB oldali. Ugyanezért HF is négyzet, és oldala HG, azaz
AC (1. 34.). HF és CK tehét az AC és CB oldalt négyzetek. Minthogy
pedig AG egyenlS GE-vel (1. 43.), és AG az AC és CB kozotti téglalap
—egyenlS ugyanis GC a CB-vel —, igy GE egyenl8 az AC és CB kozotti
téglalappal. AG és GE tehat (egyiitt) egyenl8k az AC és CB kdzbtti
téglalap kétszeresével. Viszont HF és CK az AC, illetve CB oldali
négyzetek, tehat e négy idom, HF, CK, AG és GE (egyiitt) egyenld
az AC meg CB oldalu négyzetekkel meg az AC és CB altal kozre-
fogott téglalap kétszeresével. Azonban HF, CK, AG és GE (egyiitt)
a teljes ADEB, s ez az AB oldalii négyzet. Az AB oldali négyzet tehat
egyenl6 az AC meg CB oldalt négyzetekkel meg az AC és CB 4ltal
kozrefogott téglalap kétszeresével.

Ha tehdt egy egyenesszakaszt tetsz6legesen kettéosztunk, akkor a
teljes szakaszra emelt négyzet egyenld az egyes részekkel szerkesztett
négyzeteknek meg a két rész altal kozrefogott téglalap l’etszeresenek
az Osszegével. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: IL 12.; IX. 15.; X. 26., 36-39., 41-42., 44., 47., 60.; XIIL. 8.
Fiiggelék, 2-3.

[Kovetkezmény

Ebbdl mar nyilvanvals, hogy a négyzetekben az 4tlé koriilotti
paralelogrammak négyzetek.]

II. 5. Tétel
Ha egy egyenesszakaszt egyenld és nem egyenld részekre osztunk,
akkor a teljes szakasz nem egyenld részei dltal kozrefogott téglalap
meg az osztopontok kozdtii szakaszra emelt négyzet egyiitt egyenld a
szakasz felére emelt négyzettel.*

87




Osszunk ugyanis valamely 4B szakaszt ketté egyenlS részekre a C
és nem egyenlSkre a D pontban. Azt 4llitom, hogy az AD és DB 4ltal
kozrefogott téglalap meg a CD oldalu négyzet egyiitt egyenl a CB
oldali négyzettel.

Legyen ugyanis CEFB a CB oldallal rajzolt négyzet (I. 46.), és
hiizzuk meg BE-t, és huzzuk D-n 4t a CE és a BF egyenessel pirhuza-
mosan DG-t, H-n at pedig az 4B és az EF egyenessel ismét parhuza-
mosan KM-et, és végiil hiizzuk 4-n 4t a CL és a BM egyenessel par-
huzamosan AK-t (I. 30. és 31.).

Minthogy egyenlS a CH parapléroma a HF paraplérémaval (1. 43.),
adjuk hozzéjuk ko6zos (tagnak) DM-et, igy a teljes CM egyenl§ a
teljes DF-fel (2. Ax.). CM azonban egyenlS AL-lel, mert AC is egyenld

CB-vel (1. 36.), AL is egyeni§ tehat DF-fel
A &8 B (1. Ax.). Adjuk hozzijuk kozos (tagnak)
CH-t, igy a teljes AH egyenl6 az NOP
_O gnémonnal (2. Ax.). AH azonban az AD és
A } M DB kozotti téglalap, mert DH egyenlS DB-
K LML/ P vel; az NOP gnémén is egyenls tehét az
EG F AD és DB kozotti téglalappal (1. Ax.). Ad-
juk hozzajuk kozos (tagnak) a CD oldala
négyzettel egyenlé LG-t, igy az NOP gnémén és LG (egyiitt) egyenls
az AD és DB altal kozrefogott téglalappal meg a CD oldala négy-
zettel. Azonban az NOP gnémén és LG (egyiitt) a teljes CEFB
négyzet, s ennek oldala CB. Az AD és DB Aaltal kozrefogott tégla-
lap meg a CD oldald négyzet tehat egyiitt egyenld a CB oldali
négyzettel.

Ha tehat egy egyenesszakaszt egyenld €s nem egyenls részekre osz-
tunk, akkor a teljes szakasz nem egyenlS részei altal kozrefogott
téglalap meg az osztépontok kozotti szakaszra emelt négyzet egyiitt
egyenlG a vonal felére emelt négyzettel. Eppen ezt kellett megmutatni.

Fo I 140 TR 350536 17:: 425 L, 60..L:

IL. 6. Tétel
Ha egy egyenesszakaszt megfeleziink, és egy egyenesben hozzdadunk
valamely mds szakaszt, akkor a teljes szakasz meg a hozzdadando
osszege és a hozzdadando dltal kozrefogolt téglalap meg a szakasz felére
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emelt négyzet egyiitt egyenld a vonal felébdl és a hozzdadandobdl ossze-
dllé szakaszra emelt négyzettel.*

Felezziink meg ugyanis valamely 4B szakaszt a C pontban (I. 10.),
és adjunk hozza vele egy egyenesben valamely BD szakaszt. Azt alli-
tom, hogy az AD és DB altal kozrefogott téglalap meg a CB oldali
négyzet egyiitt egyenlé a CD oldali négyzettel.

Legyen ugyanis CEFD a CD oldallal szerkesztett négyzet (I. 46.),
és hizzuk meg DE-t, €s hiizzuk a B ponton 4t az EC és a DF egyenessel
parhuzamosan BG-t, a H ponton &t pedig az AB és az EI egyenessel
parhuzamosan KM-et, és végiil hizzuk 4-n it a CL és a DM egyenessel
parhuzamosan AK-t (I. 31. és 30.).

Minthogy tehit AC egyenl8 CB-vel, AL is egyenl CH-val (I. 36.).
CH azonban egyenlé HF-fel (1. 43), AL is egyenlS tehat HF-fel
(1. Ax.). Adjuk hozzajuk koz0s (tagnak) CM-et, igy a teljes AM egyen-
16 az NOP gnémoénnal. AM azonban az AD
és DB kozotti téglalap, mert DM egyenlS 4 s 8D
DB-vel; az NOP gnémén is egyenl$ tehat az | 9
AD és DB 4ltal kozrefogott téglalappal. Ad- H M
juk hozzajuk kozds (tagnak) a CB oldali N, -)’é
négyzettel egyenlé LG-t, igy az AD és DB
altal kozrefogott téglalap meg a CB oldalu E GF
négyzet egyiitt egyenlé az NOP gnémonnal
és LG-vel (2. Ax.). Az NOP gnémén és LG viszont (egyiitt) a teljes
CEFD négyzet, s ennek oldala CD. Az AD és DB altal kdzrefogott
téglalap meg a CB oldalu négyzet egyiitt egyenlé a CD oldalu
négyzettel.

Ha tehat egy egyenesszakaszt megfeleziink, és egy egyenesben
hozzdadunk valamely mas szakaszt, akkor a teljes szakasz meg a
hozzdadand6 Osszege €és a hozzdadand6 altal kozrefogott téglalap
meg a vonal felére emelt négyzet egyiitt egyenlS a vonal felébdl és a
hozzdadand6bdl Gsszeallé szakaszra emelt négyzettel. Eppen ezt kel-
lett megmutatni.

F.: II. 11,; 1L, 36.; X. 29. 1-2. L.
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I1. 7. Tétel

Ha egy egyenesszakaszt letszdlegesen kettéosziunk, akkor a teljes
szakaszra és az egyik részre emelt két négyzet egyiittvéve egyenld a
teljes szakasz és az emlitett része dltal kozrefogott téglalap kétszeresé-
nek és a mdsik részre emelt négyzetnek az ésszegével.*

Osszunk ugyanis valamely 4B szakaszt ketté a tetszdleges C pont-
ban. Azt allitom, hogy az AB és BC oldali négyzet (egyiitt) egyenld

az AB és BC altal kozrefogott téglalap kétszeresé-

A C B nek és a CA oldali négyzetnek az Ssszegével.

7 Legyen ugyanis ADEB az AB oldallal rajzolt
HF—HHF négyzet (I. 46.), és rajzoljuk meg a szokott dbrat

K -G (mint II. 4-6.-ban, azaz htzzuk meg a BD 4tlot
és C-n at az  AD-vel és BE-vel parhuzamos CN-et,

D N E  H-n at pedigaz AB-vel és DE-vel parhuzamos HF-

et (I. 31;, 30. és 34.).

Minthogy tehat egyenld AG a GE-vel (1. 43.), adjuk hozzajuk kozos
(tagnak) CF-et; igy a teljes AF egyenl§ a teljes CE-vel (2. Ax.); AF és
CE tehat (egyiitt) kétakkora, mint AF. AF és CE viszont kiadja a KLM
gnémént és a CF négyzetet, a KLM gndémodn és CF tehit (egyiitt) két-
akkora, mint AF. De az AB és BC kozotti téglalap kétszerese is két-
akkora, mint AF — egyenld ugyanis BF a BC-vel —, a KLM gnémoén
és a CF négyzet tehat egyenlS az AB és BC kozotti téglalap kétszeresé-
vel. Adjuk hozzajuk kozos (tagnak) DG-t — ez az AC oldali négy-
zet —, igy a KLM gnémoén és a BG, DG négyzetek (egyiitt) egyenlSk
az AB és BC Altal kozrefogott téglalap kétszeresének és az AC oldalu
négyzetnek az Osszegével. A KLM gnémén és a BG, DG négyzetek
viszont kiadjak a teljes ADEB-t és CF-et, s ezek az AB és BC oldalu
négyzetek. Az AB és BC oldalu négyzetek tehat (egyiitt) egyenlSk az
AB és BC altal kozrefogott téglalap kétszeresének és a CA oldala
négyzetnek az Osszegével. -

Ha tehat egy egyenesszakaszt tetszGlegesen kettéosztunk, akkor
a teljes szakaszra és az egyik részére emelt két négyzet egyiittvéve
egyenld a teljes szakasz és az emlitett része dltal kozrefogott téglalap
kétszeresének és a masik részre emelt négyzetnek az dsszegével. Eppen
ezt kellett megmutatni.

F.: 1L 13.; X. 73-84.. 97-102.
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IL. 8. Tétel

Ha egy egyenesszakaszt teiszdlegesen kettéosztunk, akkor a teljes
szakasz és az egyik rész dltal kozrefogott téglalap négyszerese meg a
mdsik részére emelt négyzet egyiitt egyenld a teljes szakasz és az elébb
emlitett rész osszegére emelt négyzettel *

Osszunk ugyanis valamely AB szakaszt ketté a tetsz6leges C pont-
ban. Azt allitom, hogy az AB és BC altal kozrefogott téglalap négy-
szerese meg az AC oldali négyzet egyiitt
egyenl az AB és BC Gsszegére emelt négy- A C°B'D
zettel.

Legyen ugyanis BD [az AB] egyenes menti M ’/ 1G] <N
meghosszabbitésa, é mérjik fol a BC-vel [ 79 Y
egyenld BD-t (1. 3.), és legyen AEFD az AD- S/ g1R

re emelt négyzet (L. 46.), & vazoljuk fel meg- u
kett8zve a szokott abrat (azaz hiizzuk meg a -

DE 4116t és C-n, illetve B-n 4t az AE~velés E  H L F
DF-fel parhuzamos CH-t, illetve BL-t, K-n,

illetve O-n 4t pedig az AD-vel és EF-fel parhuzamos MN-et és
OP-t (1. 31. és 30.).

Minthogy tehat egyenl6 BC a BD-vel, BC viszont GK-val egyenlG,
BD pedig KN-nel (I. 34.), igy GK egyenl6 KN-nel (1. Ax.). Ugyanezért
OR is egyenl6 RP-vel. S minthogy egyenlé BC a BD-vel, GK pedig
KN-nel, igy CK is egyenls KD-vel, GR pedig RN-nel (I. 36.). CK
viszont RN-nel egyenlé — parapléromai ugyanis a CP paralelogram-
manak (I. 43.) —, KD is egyenlS tehat GR-rel. E négy (idom) tehat,
KD, CK, GR és RN egyenlS egymassal. E négy tehat (egyiitt) négy-
akkora, mint CK. Ismét, minthogy egyenlé BC a BD-vel, BD viszont
BK-val, azaz CG-vel egyenl8, BC pedig GK-val, azaz GQ-val egyenld,
igy CG is egyenl8 GQ-val. S minthogy egyenld CG a GQ-val, QR pedig
RP-vel, szintén egyenlS AG az MQ-val, QL pedig RF-fel (1. 36.). MO
viszont QL-lel egyenl$ — paraplérémai ugyanis az ML paralelogram-
manak (I. 43.) -, AG is egyenlS tehadt RF-fel. E négy (idom) tehat,
AG, MQ, QL és RF egyenl6 egymassal. E négy tehat (egyiitt) négy-
akkora, mint 4G. De megmutattuk azt is, hogy e négy, CK, KD, GR
és RN négyakkora, mint CK. E nyolc (idom) tehat, amely kiadja az
STU gnémént, négyakkora, mint AK. S minthogy 4K az 4B és BD
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koézotti téglalap — egyenl8 ugyanis BK a BD-vel —, igy az AB és BD
kozotti téglalap négyszerese négyakkora, mint 4K. De megmutattuk
azt is, hogy az STU gnémon négyakkora, mint AK. Az AB és BD
kozotti téglalap négyszerese tehit egyenlS az STU gnéménnal (1. Ax.).
Adjukjhozzijuk kozos (tagnak) az AC oldali négyzettel egyenld
OH-t, igy az AB és BD altal kozrefogott téglalap négyszerese meg az
AC oldali négyzet egyiitt egyenld az STU gnémdnnal és OH-val
(2. Ax.). Az STU gnémén és OH viszont kiadja a teljes AEFD négy-
zetet, s ennek oldala AD. Az AB és BD kozotti téglalap négyszerese
meg az AC oldali négyzet tehat egyenlé az 4D oldali négyzettel.
BD viszont egyenlé BC-vel, az AB és BC altal kozrefogott téglalap
négyszerese meg az AC oldali négyzet tehat egyiitt egyenl6 az AD
oldal, azaz az AB és BC osszegével rajzolt négyzettel.

Ha tehdt egy egyenesszakaszt tetszblegesen kettéosztunk, akkor a
teljes szakasz és az egyik része altal kozrefogott téglalap négyszerese
meg a masik részére emelt négyzet egyiitt egyenlS a teljes szakasz és
az el6bb emlitett rész Osszegére emelt négyzettel. Eppen ezt kellett
megmutatni,

II. 9. Tétel

Ha egy egyenesszakaszt egyenlé és nem egyenld részekre osztunk,
akkor a teljes szakasz nem egyenld részeire emelt négyzetek (egyiitt)
kétakkordk, mint a szakasz felére és az osztdpontok kézétti szakaszra
emelt négyzetek.*

Osszunk ugyanis valamely 4B szakaszt ketté egyenld részekre a
C (1. 10.), egyenlGtlenekre pedig a D pontban. Azt dllitom, hogy az
AD és DB oldali négyzetek (egyiitt) kétakkorak, mint az AC és CD
oldali négyzetek.

Huzzuk meg ugyanis C-b6l 4B-hez derékszogben CE-t (I. 11.), €s
legyen CE az AC és a CB szakasszal egyenld (I. 3. és 1. Ax.), és huzzuk
meg EA-t, EB-t, és hiizzuk meg D-b8l CE-vel parhuzamosan DI-et,
F-bol pedig AB-vel parhuzamosan F'G-t (I. 31.), és hlizzuk meg AF-et.
Minthogy egyenlé AC a CE-vel, egyenl6 az EAC szbg is az AEC szbg-
gel (I. 5.). S minthogy derékszog a C-nél levd szbg, a két mésik szog,
EAC és AEC (egyiitt) egy derékszoggel egyenls (I. 32. és 3. Ax.) és
egyenlGk, egy fél derékszog tehat mind a kettd, az AEC és az EAC szdg.
Ugyanezért mind a két CEB, EBC szig is egy fél derékszog. A teljes
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AEB sz6g tehat derékszog. S minthogy GEF (= CEB)egy fél derékszog,
EGF pedig derékszog —egyenld ugyanis a szemkozti ECB belsd szoggel
(I. 29.) —, igy a harmadik sz6g, EFG, egy fél derékszog (1. 32.); egyenls
tehat a GEF szog EFG-vel (4. P. és 6. Ax.), E
tgyhogy az EG oldal is egyenls GF-fel (1. 6.).
Hasonloképpen, minthogy a B-nél levs szog
egy fél derékszog, EDB pedig derékszog —
ismét egyenld ugyanis a szemkozti ECB bel- /%
s6 szoggel (I. 29.) —, igy a harmadig sz6g, A G D
BCD, egy fél derékszog (I. 32.); egyenld te-
hat a B-nél levs szog DFB-vel, ugyhogy az FD oldal is egyenld a
DB oldallal (I. 6.). S minthogy egyenl6 AC a CE-vel, egyenlS az AC
oldalt négyzet is a CE oldaltval, az AC és CE oldali négyzetek tehat
(egyiitt) kétakkordk, mint az AC oldali. Az AC és CE oldali négy-
zetekkel viszont egyenl6 az EA oldald — derékszog ugyanis ACE
(L. 47.) -, igy az EA4 oldalu kétakkora, mint az AC oldali. Ismét, mint-
hogy egyenl6 EG a GF-fel, egyenlé az EG oldali négyzet is a GF
oldaldval, az EG és GF oldali négyzetek tehat (egyiitt) kétakkorak,
mint a GF oldalu négyzet. Az EG és GF oldali négyzetekkel viszont
egyenl8 az EF oldalu négyzet (1. 47.), az EF oldali négyzet tehét
kétakkora, mint a GF oldali. De GF egyenlS CD-vel (1. 34.), az EF
oldalu négyzet tehat kétakkora, mint a CD oldalu. Viszont az EA ol-
dalt négyzet is kétakkora, mint az AC oldalu, az EA és EF oldali négy-
zetek tehat (egyiitt) kétakkorak, mint az AC és CD oldali négyzetek.
Az EA és EF oldalt négyzetekkel viszont egyenl§ az AF oldald — de-
rékszog ugyanis AEF (1. 47.) —, az AF oldalu négyzet tehat kétakkora,
mint az AC és CD oldaltiak. Az AF oldalaval viszont egyenl6k az AD
¢s DF oldaliak — derékszog ugyanis a D-nél levs szog (I. 47.) -, az
AD és DF oldalu négyzetek tehat (egyiitt) kétakkordk, mint az AC
és CD oldaltak. De DF egyenl§ DB-vel, az AD és DB oldali négy-
zetek tehat (egyiitt) kétakkordk, mint az AC és CD oldali négyzetek.
Ha tehat egy egyenesszakaszt egyenl és nem egyenld részekre
osztunk, akkor a teljes szakasz nem egyenl§ részeire emelt négyzetek
(egyiitt) kétakkordk, mint a szakasz felére és az osztopontok kozotti
szakaszra emelt négyzetek. Eppen ezt kellett megmutatni.
FieXa560. s
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I1. 10. Tétel

Ha egy egyenesszakaszt megfeleziink, és egy egyenesben hozzdadunk
valamely mds szakaszt, akkor a teljes szakasz meg a hozzdadandd
osszegére és a hozzdadandora emelt két négyzet egyiittvéve kétakkora,
mint a szakasz felére meg a szakasz felébdl és a hozzdadanddbdl ossze-
dllo egy szakaszra emelt négyzetek.*

Felezziink meg ugyanis valamely 4B szakaszt a C pontban (1. 10.),
és adjunk hozza vele egy egyenesben valamely BD szakaszt. Azt alli-
tom, hogy az AD és DB oldali négyzetek (egyiitt) kétakkordak, mint
az AC és CD oldalu négyzetek.

Huzzuk ugyanis C-bol 4AB-vel derékszogben CE-t (1. 11.), és legyen
az AC és a CB szakasszal egyenld (I. 3. és 1. Ax.), és hlizzuk meg

EA-t és EB-t, és htizzuk E-n at AD-vel par-

o E huzamosan EF-et, D-n at pedig CE-vel par-

huzamosan FD-t (I. 31.). S minthogy a par-

huzamos CE, FD egyeneseket metszi vala-

& B mely EF egyenes, a CEF, EFD szbgek

N‘ D (egyiitt)két derékszoggel egyenlSk (I. 29.),

az FEB, EFD szbgek tehat (egyiitt) kisebbek

G  két derékszognél (8. és 4. Ax.). De a két de-

rékszognél kisebb szogek fel6l meghosszab-

bitott egyenesek talalkoznak (5. P.), EB és FD tehat meghosszabbitva

talalkozni fog a B és D pontok oldalan. Legyenek meghosszabbitva
és taldlkozzanak G-ben, és huzzuk meg AG-t.

S minthogy egyenl8 AC a CE-vel, egyenl8 az EAC szdg is AEC-vel
(I. 5.); és derékszog a C-nél levs szog, egy fél derékszog tehdt mind
a két EAC, AEC szbg (I. 32., 3. és 6. Ax.). Ugyanezért mind a két
CEB, EBC szbg is egy-egy fél derékszog, derékszog ugyanis AEB.
S minthogy EBC egy fél derékszog, egy fél derékszog DBG is (I. 15.).
De BDG is derékszog — egyenl6 ugyanis DCE-vel, mert valtészogek
(I. 29.) -, a maradék DGB tehat egy fél derékszég (I. 32.). A DGB
szog tehat egyenl6 DBG-vel (4. P. és 6. Ax.), ugyhogy a BD oldal is
egyenl6 a GD oldallal (I. 6.). Ismét, minthogy EGF (=DGB) egy fél
derékszog, az F-nél levs szog pedig derékszog — egyenlS ugyanis a
szemkozti C-nél levd szoggel (I. 34.) —, igy a maradék FEG egy fél
derékszdg, egyenlS tehit az EGF sz6g FEG-vel, tgyhogy a GF oldal
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is egyenl§ az EF oldallal (I. 6.). S minthogy [egyenls EC az AC-vel],
egyenlé az EC oldali négyzet [is] az AC oldaluval, igy a CE és AC
oldalt négyzetek (egyiitt) kétakkorak, mint az AC oldalu. A CE és
AC oldalu négyzetekkel viszont egyenld az EA oldalu (1. 47.), az EA
oldali négyzet tehdt kétakkora, mint az AC oldala (1. Ax.). Ismét,
minthogy egyenlé GF az EF-fel, egyenlé a GF oldalu négyzet is az
FE oldaltval, a GF és EF oldalt négyzetek tehat (egyiitt) kétakkorak,
mint az EF oldalii. A GF és EF oldalt négyzetekkel viszont egyenld
az EG oldalu (1. 47.), az EG oldalu tehat kétakkora, mint az EF oldald.
EF viszont egyenl6 CD-vel (I. 34.), az EG oldalu négyzet tehat két-
akkora, mint a CD oldalt. Megmutattuk azt is, hogy az EA oldalu
kétakkora, mint az AC oldali, az AE és EG oldalti négyzetek tehat
(egyiitt) kétakkordk, mint az AC és CD oldaldak (2. Ax.). Az AE
és EG oldali négyzetekkel viszont egyenl6 az AG oldali négyzet
(1. 47.), az AG oldalu tehat kétakkora, mint az AC és CD oldaldak,
Az AG oldaluval viszont egyenl6k az AD és DG oldaluak (1. 47.),
tehat az AD és DH oldala négyzetek (egyiitt) kétakkorik, mint az
AC és CD oldalu négyzetek. DG viszont egyenlS DB-vel, az AD és DB
oldalt négyzetek tehat (egyiitt) kétakkorak, mint az AC és CD olda-
laak.

Ha tehat egy egyenesszakaszt megfeleziink, és egy egyenesben
hozzdadunk valamely mds szakaszt, akkor a teljes szakasz meg a
hozzdadand6 Gsszegére és a hozzdadanddra emelt két négyzet egyiitt-
véve kétakkora, mint a szakasz felére ¢s a szakasz felébdl meg a hozza-
adandébol Ssszealld egy szakaszra emelt négyzetek. Eppen ezt kellett
megmutatni.

II. 11. Tétel

Osszunk gy ketté egy adott szakaszt, hogy a teljes szakasz és az
egyik rész dltal kozrefogott téglalap egyenlo legyen a mdsik részre emelt
négyzettelI*

Legyen AB az adott szakasz. Az AB-t kell tehat gy kettéosztani,
hogy a teljes szakasz és az egyik rész altal kozrefogott téglalap egyenld
legyen a masik részre emelt négyzettel.

Legyen ugyanis ABDC az AB oldallal szerkesztett négyzet (I. 46.),
és legyen E az AC felez6pontja (I. 10.), és huzzuk meg BE-t, és hosz-
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szabbitsuk meg AC-t az F pontig; mérjitk {6l a BE-vel egyenl6 EF-et
(I. 3.), és legyen FH az AF oldallal szerkesztett négyzet (L. 46.), és
hosszabbitsuk meg GH-t K-ig. Azt allitom, hogy H tgy osztja ketté
AB-t, hogy az AB és BH altal kozrefogott téglalap egyenl6 az AH
oldali négyzettel.

Minthogy ugyanis AC-t megfeleztiik E-ben, és hozzdadtuk AF-et,
igy a CF és AF éltal kozrefogott téglalap meg az AF oldali négyzet
egyiitt egyenl§ az EF oldali négyzettel (II. 6.). EF viszont egyenld

EB-vel, tehat a CF és AF kozotti téglalap meg az

B G AE oldali négyzet egyiitt egyenld az EB oldald

négyzettel. De az EB oldalt négyzettel egyenls az

H AB és AE oldalu négyzetek Osszege - derékszog

A : B ugyanis az A-ndl levd szdg (I. 47.) -, a CF és AF

o / altal kozrefogott téglalap meg az AF oldali négy-
5

zet tehat egyiitt egyenld az AB és AE oldalt négy-

D zetekkel (1. Ax.). Vonjuk le a k6z6s AE oldala

K négyzetet, igy megmarad6 CF és AF 4ltal kozrefo-

gott téglalap egyenls az AB oldalii négyzettel (3.

AX.). S a CF és AF kozotti téglalap FK, mert egyenl6 AF az FG-

vel, az 4B oldali négyzet pedig AD, tehat FK egyenld AD-vel.

Vonjuk le a k6zds AK-t, igy a maradék FH egyenl6 HD-vel (3. Ax.).

S HD az AB és BH kozétti téglalap, mert egyenl6 AB a BD-vel,

FH pedig az AH oldalt négyzet, az AB é BH Aéltal kozrefogott
téglalap tehat egyenls az AH oldali négyzettel.

Az adott AB szakaszt tehat gy osztottuk ketté a H pontban, hogy
az AB és BH éltal kozrefogott téglalap egyenl6 az AH oldali négyzet-
tel. Eppen ezt kellett megtenni.

.1V 10

II. 12. Tétel

A tompaszogii hdromszégekben a tompaszoggel szemkozti oldalra
emelt négyzet nagyobb a tompaszéget kozrefogd oldalakra emelt
négyzetek osszegénél, mégpedig annak a téglalapnak a kétszeresével,
amelyet a tompaszog melletti egyik oldal és a szemkozti csiicsbdl az erre
bocsdtott merdleges talppontja és a tompaszig csucsa kozotti — kiilsé —
szakasz fog kozre.®

Legyen ABC egy tompaszogii hdromszog, melynek BAC a tompa-
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szoge, és bocsassunk a B pontbél CA meghosszabbitasara egy BD
merdlegest (I. 12.). Azt allitom, hogy a BC oldalii négyzet nagyobb a
BA és CA oldali négyzeteknél, mégpedig a CA és AD altal kézrefogott
téglalap kétszeresével.

Minthogy ugyanis a CD szakasz ketté van osztva a tetszdleges
A pontban, igy a CD oldalii négyzet egyenl6 a CA és AD oldalu
négyzetekkel és a CA és AD altal kozrefogott téglalap kétszeresével
(I. 4.). Adjuk hozzajuk kozos (tagnak) a BD
oldalt négyzetet, igy a CD és BD oldali négy- B

zetek (egyiitt) egyenlSk a CA, AD, és BD oldala
négyzetekkel és a C A és AD kozotti téglalap két-
szeresével (2. Ax.). Azonban a CD és BD oldalu

négyzetekkel egyenlé a BC oldali — derékszog

ugyanis a D-nél levé szog (1. 47.) —, az AD és D A C
BD oldaltakkal pedig egyenld a BA oldald
(1.47.), a BC oldalu négyzet tehat egyenld a CA és BA oldala négyze-
tekkel és a CA4 és AD kozotti téglalap kétszeresével, tigyhogy a BC
oldali négyzet a CA és BA oldali négyzeteknél nagyobb, mégpedig
a CA és AD altal kozrefogott téglalap kétszeresével.

A tompaszogii haromszogekben tehat a tompaszoggel szemkozti
oldalra emelt négyzet nagyobb a tompaszoget kozrefogd oldalakra
emelt négyzetek Osszegénél, mégpedig annak a téglalapnak a kétszere-
sével, amelyet a tompaszog melletti egyik oldal és az erre bocsatott
merdleges talppontja és a tompaszog csucsa kozotti — kiilsG — szakasz
fog kozre. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: XII. 17.

Hi:13. Tétel

A hegyesszégii haromszigekben az (egyik) hegyesszoggel szemkizti
oldalra emelt négyzet kisebb a hegyesszoget kozrefogd oldalakra emelt
négyzetek dsszegénél, mégpedig (kisebb) annak a téglalapnak a két-
szeresével, amelyet a hegyesszog melletti egyik oldal és a (szemkézti
esiesbol) az erre bocsdtott merdleges talppontja és a hegyesszdg csiicsa

kozotti — belsd — szakasz fog kozre.*
Legyen ABC egy hegyesszogii haromszog, melynek B-nél levd
szoge hegyesszog, ¢s bocsdssunk az 4 pontbol BC-re egy AD merd-
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legest (1. 12.). Azt allitom, hogy az AC oldali négyzet kisebb a BC és
BA oldalti négyzetek Gsszegénél, mégpedig a BC és BD altal kozre-
fogott téglalap kétszeresével.
Minthogy ugyanis a BC szakasz ketté van osztva a tetszdleges D
pontban, igy a BC és BD oldali négyzetek (egyiitt) egyenlSk a BC
és BD altal kozrefogott téglalap kétszeresének és a DC oldalil négy-
' zetnek az osszegével (II. 7.). Adjuk hozzajuk kozos
A (tagnak) az 4D oldalt négyzetet, igy a BC, BD és
AD oldali négyzetek (egyiitt) egyenlSk a BC és BD
altal kozrefogott téglalap kétszeresének és az AD,
DC oldali négyzeteknek az Osszegével (2. Ax.).
Azonban a BD és AD oldali négyzetek Osszegével
B D ¢ cgyenld a BA oldala négyzet — derékszog ugyanis a

D-nél levé szog (1. 47.) —, az AD és DC oldala
négyzetek Gsszegével pedig egyenl8 az AC oldala (I. 47.), a BC és
BA oldalli négyzetek tehat (egyiitt) egyenlSk az AC oldali négyzet-
nek és a BC és BD kozotti téglalap kétszeresének az Osszegével,
ugyhogy az AC oldalti négyzet 6nmagéban kisebb a BC és BA
oldalti négyzeteknél, mégpedig a BC és BD 4ltal kozrefogott téglalap
kétszeresével.

A hegyesszogli hdromszogekben tehat a hegyesszoggel szemkozti
oldalra emelt négyzet kisebb a hegyesszoget kozrefogé oldalakra emelt
négyzetek Osszegénél, mégpedig annak a téglalapnak a kétszeresével,
amelyet a hegyesszdg melletti egyik oldal és az erre bocsdtott merdleges
talppontja és a hegyesszdg csticsa kozotti — bels6 — szakasz fog kozre.
Eppen ezt kellett megmutatni.

11. 14. Tétel

Szerkessziink adott egyenes vonalii idommal (1. 19. D.) egyenld
négyzetet!*

Legyen A az adott egyenes vonalti idom. Az A egyenes vonalu
idommal kell teh4t egyenl8 négyzetet szerkeszteni.

Szerkessziink ugyanis egy, az A egyenes vonali idommal egyenl8
BD derékszogli paralelogrammat (azaz téglalapot; I. 45.). Ha egyenld
BE az ED-vel, készen vagyunk a feladattal, ugyanis megszerkesztettiik
az A egyenes vonali idommal egyenld BD négyzetet; ha pedig nem,
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‘akkor BE és ED egyike nagyobb. Legyen BE a nagyobb, és hosszab-
bitsuk meg F-ig, és mérjiik f6l az ED-vel egyenl6 EF-et (I. 3.), és
legyen G a BF felez6pontja (I. 10.), BHF pedig a G kdzéppontt és
a GB, GF tavolsagok egyikével rajzolt félkor (3. P.), és hosszabbitsuk
meg ED-t H-ig, és htizzuk meg GH-t.

Minthogy tehat a BF szakasz ketté van osztva egyenl8 részekre
a G, nem egyenl6kre pedig az E pontban, igy a BE és EF 4ltal kozre-
fogott téglalap meg az EG oldall négyzet egyiitt egyenld a GF oldalu
négyzettel (II. 5.). GF viszont egyenld GH-

val, a BE és EF kozotti téglalap meg az
EG oldali négyzet tehat egyiitt egyenld a H
GH oldala négyzettel. A GH oldali négy- /7 \
zettel viszont egyenl6k a HE és EG oldalua B E E
négyzetek (1. 47.), a BE és EF kozotti tégla- G
lap meg az EG oldalt négyzet tehat egyiitt c D
egyenlé a HE és EG oldalu négyzetekkel.
Vonjuk le a kozos EG oldalu négyzetet, igy a megmaradé BE és
EF kozotti téglalap egyenl6 a HE oldald négyzettel (3. Ax.). Azon-
ban a BE és EF kozotti téglalap BD, mert EF egyenlS ED-vel, A BD
paralelogramma tehat egyenlé a HE oldali négyzettel. Egyenl§ vi-
szont BD az A egyenes vonala idommal, az 4 egyenes vonalt idom
is egyenlé tehat a HE oldallal szerkesztendd négyzettel.

Megadtunk tehét egy, az adott 4 egyenes vonali idommal egyenl8,

HE oldallal szerkesztendS négyzetet. Eppen ezt kell megtenni,
F.: X. 54-55., 91., 95-96.
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Harmadik konyv

Definiciok

. Korok egyenl6k, ha atmérdik egyenlSk vagy a sugaraik egyenl6k.*
. Azt mondjuk, hogy egy egyenes érint egy kort, ha metszi* a kort,

de meghosszabbitva sem szeli at.

. Korokr6l azt mondjuk, hogy érintik egymadst, ha metszik, de nem

szelik 4t egymast.

. Egy kor harjairél* akkor mondjuk, hogy egyenl§ tdvol vannak

a kozépponttél, ha a kézéppontbdl rajuk bocsatott merélegesek
(I. 12.) egyenlGk.

. Hogy t4volabb van (a kozépponttdl), azt arrél mondjuk, amelyik-

hez a nagyobb (azaz hosszabb) merdleges vezet.

. Az egy egyenes (htr) és (a hozza tartozd) kériv altal kozrefogott

alakzat korszelet.

. A korszelet szoge az egyenes és a koriv altal kozrefogott szog.*
. Ha egy korszelethez tartozo iven vélasztunk egy pontot, és belGle

a korszelet alapegyenesének végpontjaiba egyeneseket hizunk,
akkor a meghuzott egyenesek altal kozrefogott szog korszeletbeli
szog.*

. Ha egy sz0g szdrai kimetszenek egy korivet, akkor azt mondjuk,

hogy a szog ezen (ti. a koriven) nyugszik.*

Ha egy korben folvesziink egy kozépponti szoget, akkor a szog
szarai €és az Altaluk kimetszett koriv 4ltal kozrefogott alakzat
koreikk.*

Korszeletek hasonlok, ha egyenl6 szogeket fogadnal be, vagy
(més kifejezéssel) ha a benniik lev6 szogek (8. D.) egyenlSk egy-
massal.*



III. 1. Tétel

Keressiik meg adott kir(vonal) kozéppontjat!*

Legyen ABC az adott kor. Az ABC kornek kell tehdt megkeresni
a kozéppontjat.

Huzzuk meg egy tetszbleges 4B szelGjét (azaz hurjat), ennek legyen
D a felezGpontja (L. 10.); emeljiik D-b6l 4B-re a DC merdlegest (1. 11.),
és hosszabbitsuk meg FE-ig, és legyen CE felez8pontja F (I. 10.). Azt
4llitom, hogy F kozéppontja az ABC kornek.

Ha ugyanis nem az, akkor tegyiik f6l, hogy G az, és hlizzuk meg
GA-t, GD-t és GB-t. Minthogy egyenl§ AD a DB-vel, GD pedig kozos
(oldal), igy e két-két (oldal), AD, GD és GD,
DB paronként egyenlS; és a G4 alap egyenld
a GB alappal — sugarak ugyanis (I. 15. D.) —;
az ADG szog tehat egyenl6 a GDB szdggel
(I. 8.). De ha egy egyenesre egy egyenest alli-
tunk gy, hogy egymassal egyenlS mellékszo-
gek keletkeznek, akkor a két egyenls szog
derékszog (1. 10. D.), derékszdg tehat a GDB A
sz0g. Viszont FDB is derékszog, egyenls te-
hét az FDB sz6g GDB-vel (4. P.), a nagyobb
a kisebbel (8. Ax.); ez viszont nem lehetsé-
ges. G tehat nem kozéppontja az ABC kérnek. Hasonloképp mutat-
hatndnk meg, hogy egyetlen mas pont sem, kivéve F-et.

Az F pont tehat kézéppontja az ABC kornek.

F.:II. 2-4,, 7-8., 11-14,, 17., 21., 28-29,, 31., 35-37.; IV. 2., stb.

Kovetkezmény

Ebbdl mér nyilvanvald, hogy ha egy kérben valamely hiir egy mési-
kat derékszogben felez, akkor a felez6 hiiron van a kor kézéppontja.
Eppen ezt kellett megtenni. *

F.: III. 9-10.

III. 2. Tétel
Ha egy koron vdlasztunk két tetszdleges pontot, akkor a pontokra
illeszkedd szakasz a kéron beliil halad.
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Legyen ABC egy kor, és A, B a keriiletén tetszSlegesen vélasztott
pontok. Azt 4llitom,}hogy az A-bdl B-be vezetd szakasz a koron beliil
halad.

Tegyiik 61 ugyanis, hogy ellenkez6leg, a kordn kiviil halad, mint
AERB, és vegyiik fol az ABC kor kozéppontjat (111, 1.) —ezlegyen D —, s
htzzuk meg DA-t, DB-t és a (kort) metsz6 DFE-t. Minthogy tehat

egyenlé DA a DB-vel (I. 15. D.), egyenlé a DAE

C s26g is a DBE szoggel (1. 5.); s minthogy a DAE

haromszdgnek meg van hosszabbitva az egyik

oldala, AEB, igy a DEB szg nagyobb a DAE

szognél (I. 16.). EgyenlS viszont DAE a DBE-

A (A vel; nagyobb tehat a DEB szog DBE-nél. A na-

\.___ gyobb szdggel szemben viszont nagyobb oldal

E B fekszik, nagyobb tehat a DB oldal a DE oldalnal

(I. 19.). DB viszont egyenl6 DF-fel, nagyobb

tehdt DF a DE-nél, a kisebb a nagyobbnal (8. Ax.); ez viszont

nem lehetséges. Az A-b6l B-be vezet6 szakasz tehat nem a koron

kiviil halad. Hasonl6képp mutathatndnk meg, hogy nem is magéin
a keriileten; beliil halad tehat.

Ha tehat egy koron valasztunk két tetszGleges pontot, akkor a pon-
tokra illeszked§ szakasz a koron beliil halad. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

F.: 111 18,165 K

IIL. 3. Tétel

Ha egy korben valamely, a kézépponton dat halado hur egy nem a
kézépponton dt haladé hurt felez, akkor derékszogben is metszi; és
ha derékszogben metszi, akkor felezi is.

Legyen ABC egy kor, és benne valamely, a kézépponton at haladé
CD hir felezzen az F pontban egy, nem a kézépponton 4t haladé 4B
hurt. Azt allitom, hogy derékszogben is metszi.

Vegyiik fol ugyanis az ABC kor kozéppontjat (111. 1.) - ez legyen
E —, és htzzuk meg EA-t, EB-t.

Minthogy egyenl8 EA az EB-vel, FE pedig kozos (oldal), igy két-két
(oldal) egyenld. Es az EA alap egyenl8 az EB alappal; az AFE szog
tehdt egyenlS BFE szoggel (1. 8.). De ha egy egyenesre egy egyenest
dllitunk gy, hogy egyenl6 mellékszogek keletkeznek, akkor a két
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egyenld szog derékszog (1. 10. D.); derékszog tehat mindkét szog, AFE
és BFE. A kozépponton at haladé CD tehat, amely felezi a nem
a kozépponton at haladé AB-t, derék-
szOgben is metszi azt. c

Masrészt, messe CD az AB-t derékszog-
ben. Azt allitom, hogy felezi is, azaz hogy
egyenld AF az FB-vel.

Készitsiik el ngyanis ugyanazt az abrat, E
mint az el6bb. Ekkor, \minthogy egyenld R
EA az EB-vel, egyenlG az EAF szog is A \ B

EBF-fel (1. 5.). De egyenl6 az AFE derék-
sz6g is a BFE derékszoggel (4. P.), EAF D

és EFB tehat olyan két hiaromszog, mely-

nek két-két szdge (paronként) egyenld, és egy-egy oldaluk is egyenld,
a kozos EF, amelyik az egyenlS szogek egyikével szemben fekszik;
tehat a tobbi oldal is (paronként) egyenlS (I. 26.); egyenlS tehat AF
az FB-vel.

Ha tehat egy korben valamely, a kozépponton dt haladé hur egy,
nem a kozépponton 4t halad6é hirt felez, akkor derékszogben is
metszi; és ha derékszogben metszi, akkor felezi is. Eppen ezt kellett
megmutatni.

F.: III. 4., 14., 35-36.; XII. 16.

II1. 4. Tétel

Ha egy korben két, nem a kozépponton dt halado hir metszi egymdst,

akkor nem felezik egymdst.

Legyen ABCD egy kor, és messe benne egymast két, nem a kdzép-
ponton &t haladé hur, AC és BD, az E
pontban. Azt éllitom, hogy nem felezik
egymast.

Tegyiitk fol ugyanis, hogy felezik egy-
A D mast, és igy egyenl86 AE az EC-vel, BE
pedig ED-vel, és vegyiik fol az ABCD kor
kozéppontjat (II1. 1.) — ez legyen F -, és
C htizzuk meg FE-t.
B Minthogy tehat valamely, a kézépponton
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at halad6é FE hur egy nem a kozépponton at haladé AC hurt felez,
igy derékszogben is metszi (IT. 3.), derékszog tehdt FEA. Ismét,
minthogy valamely FE hir egy BD hirt felez, derékszogben is met-
szi (III. 3.), derékszdg tehat FEB. De megmutattuk azt is, hogy
FEA derékszog, egyenld tehdt FEA az FEB szoggel (4. P.), a kisebb
a nagyobbal (8. Ax.); ez viszont nem lehetséges. Nem felezik tehét
egymast AC és BD.

Ha tehat egy korben két, nem a kozépponton 4t haladé hiir metszi
egymist, akkor nem felezik egymast. Eppen ezt kellett megmutatni.
1o sl

III. 5. Tétel

Ha két kor dtszeli egymdst, akkor nem ugyanaz a kiézéppontjuk.

Szelje 4t ugyanis egymast két koér, 4BC és CDG, a B, C pontokban.
Azt allitom, hogy nem ugyanaz a kézéppontjuk.

Tegyiik fol ugyanis, hogy ugyanaz — ez legyen E —, és htizzuk meg
EC-t, és a (kort) metsz6 tetsz6leges EI'G egyenest.

Minthogy az E pont kozéppontja az
C ABC kérnek, egyenlé EC az EF-fel (1.
15. D.). Ismét, minthogy az E pont kézép-
pontja a CDG kornek, egyenl6 EC az
EG-vel (ua.). De megmutattuk, hogy EC
az EF-fel is egyenl; EF is egyenlS
5 G tehat EG-vel (1. Ax.), a kisebb a na-
gyobbal (8. Ax.); ez viszont nem lehetsé-
ges. Az E pont tehat nem (kozos) kozép-
pontja az ABC, CDG kdroknek.

Ha tehat két kor atszeli egymaést, akkor nem ugyanaz a kozép-
pontjuk. Eppen ezt kellett megmutatni.

Ea Il 10

A

III. 6. Tétel
Ha két kor érinti egymdast, akkor nem ugyanaz a kiézéppontjuk.
Erintse egymdast ugyanis két kor, ABC és CDE, a C pontban.
Azt éllitom, hogy nem ugyanaz a kézéppontjuk.
Tegyiik fol ugyanis, hogy ugyanaz — ez legyen I —, és hlizzuk meg
FC-t és a tetszbleges (a kort) metsz6 FEB egyenest.
Minthogy tehat az F pont kozéppontja az ABC kornek, egyenlS
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FC az FB-vel (1. 15. D.). Ugyanigy minthogy az F pont kézéppontja
a CDE kornek, egyenl6 FC az FE-vel. De megmutattuk, hogy FC
az FB-vel is egyenlG; FE is egyenlS tehat
FB-vel (1. Ax.), a kisebb a nagyobbal (8.
AXx.); ez viszont nem lehetséges. Az F pont
tehat nem (kozos) kézéppontja az ABC,
CDE koroknek.

Ha tehat két kor érinti egymast, akkor
nem ugyanaz a kozéppontjuk. Eppen ezt
kellett megmutatni.

Fir TR LSS,

BT 7 détel

Ha egy kor dimerdjén vdlasztunk egy pontot, amely nem kiozép-
pontja a kérnek, és e pontbdl a kérhiz szakaszokat hiizunk, akkor a
legnagyobb az a szakasz lesz, amelyiken a kozéppont van; a legrévidebb
az (dtmérd) maradék része, a tobbi szakasz kézill pedig a kézépponton
dthaladdhoz kozelebbi mindig nagyobb a tdvolabbindl; és a pontbol
a korhoz vezetd szakaszok koziil csak kettd (-ketié) egyenld, s ezek a
legrévidebb szakasz két oldaldn vannak.

Legyen ABCD egy kor, AD pedig egy &tmérGje, és valasszunk
AD-n egy F pontot, amely nem kozéppontja a kornek, a kor kozép-
pontja pedig legyen £ (III. 1.), és hiizzunk F-b8l az ABCD korhoz

valamely FB, FC, FG szakaszokat. Azt alli-
C tom, hogy FA a legnagyobb, FD a legki-
G sebb, a tobbiek koziil pedig FB nagyobb

B FC-nél, FC pedig FG-nél.

g Huzzuk meg ugyanis BE-t, CE-t és GE-t.

A D  Minthogy minden hiromszogben két ol-
E dal (egyiitt) nagyobb a harmadiknal (1. 20.),

igy BE és EF (egyiitt) nagyobb FB-nél. AE

H viszont egyenlé BE-vel (1. 15. D.), [BE és

K EF tehat (egyiitt) egyenlé FA-val;] na-

gyobb tehdt FA az FB-nél. Ismét, mint-

hogy egyenl6 BE a CE-vel (ua.), EF pedig kozos (oldal), igy e két-
két (oldal), BE, EI" és CE, EF (paronként) egyenld. De még a BEF
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sz0g is nagyobb a CEF szognél (8. Ax.); az FB alap tehat nagyobb az
FC alapnal (I. 24.). Ugyanezért FC is,nagyobb FG-nél.

Ismét, minthogy FG és EF (egyiitt) nagyobb GE-nél (I. 20.), GE
pedig egyenlS ED-vel (I. 15. D.), igy FG és EF (egyiitt) nagyobb ED-
nél. Vonjuk le a kozos EF-et; igy a maradék FG nagyobb a maradék
FD-nél. A legnagyobb tehat FA, a legkisebb FD, s FB nagyobb FC-nél,
FC pedig FG-nél.

Azt 1s allitom, hogy az F pontbdl csak két(-két) egyenld szakasz
vezet az ABCD korhoz, s ezek a legrovidebb szakasz, FD két oldalan
vannak, Szerkessziink ugyanis az EF egyenesre, a rajta levé E ponthoz
a GEF szbggel egyenlé FEH szoget (1. 23.), és hiizzuk meg FH-t.

Minthogy tehat egyenlé GE az EH-val (I. 15. D.), EF pedig kozos
(oldal), igy e két-két (oldal), GE, EF és EH, EF (paronként) egyenld;
és a GEF szog egyenl az FEH szoggel; az FG alap tehat egyenl6 az
FH alappal (1. 4.). Azt allitom, hogy méas FG-vel egyenld szakasz nem
vezet a korhoz az F pontbol. Tegyiik fol ugyanis, hogy vezet, FK.
Minthogy FK egyenlé FG-vel, FH azonban FG-vel egyenld, igy FK
is egyenld FH-val, (azaz) a kozépponton at haladéhoz kozelebbi
egyenlS a tdvolabbival; ez viszont nem lehetséges. Csak egy szakasz
(vezet) tehat (mind a két oldalon a korhoz).

Ha tehat egy kor atmérGjén valasztunk egy pontot, amely nem ko-
zéppontja a kornek, és e pontbdl a korhoz szakaszokat hiizunk, akkor
legnagyobb az a szakasz lesz, amelyiken a k6zéppont van, a legrovidebb
az (4tmérG) maradék része, a tobbi szakasz koziil pedig a kézépponton
at haladéhoz kozelebbi mindig nagyobb a tavolabbinél; és a pontbdl
a korhoz vezetd szakaszok koziil csak kettS(-kettd) egyenls, s ezek
a legrévidebb szakasz két oldaldn vannak. Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

II1. 8, Tétel

Ha egy koron kiviil valasztunk egy pontot, és e pontbdl a korhioz
szakaszokat hiizunk gy, hogy egyikiik a kozépponton dt halad, a t6bbi
pedig tetszélegesen, akkor a homori ivhez vezetd szakaszok koziil
a legnagyobb a kézépponton at haladd, és a tobbi szakasz kdziil a kozép-
ponton dt haladdhoz kézelebbi mindig nagyobb a tdvolabbindl, a dom-
borii ivhez vezetd szakaszok koziil pedig a pont és az dtmérd kozotii
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a legrévidebb, és a t6bbi szakasz koziil a legrovidebbhez kizelebbi mindig
kisebb a tdvolabbindl; és a pontbdl a kirhéz vezeld szakaszok koziil
csak kett§(-kett§) egyenld, s ezek a legrovidebb szakasz két oldaldn
vannak.

Legyen ABC egy kor, és valasszunk az ABC koron kiviil egy D pon-
tot, és huzzunk belble (a korhoz) valamely DA, DE, DF és DC szaka-
szokat. DA haladjon a koézépponton at. Azt allitom, hogy az AEFC
homor ivhez vezet6 szakaszok koziil a kézépponton at haladé DA a
legnagyobb, és DE nagyobb DF-nél, DF pedig DC-nél,a HLKG
dombort ivhez vezet6 szakaszok koziil viszont a (D) pont és az AG
atmérd kozotti DG a legkisebb, és a legkisebb szakaszhoz, DG-hez
kozelebbi mindig kisebb a tdvolabbinél, DK a DL-nél, DL pedig DH-
nél.

Vegyiik f6l ugyanis az ABC kor kozéppontjat (IT1. 1.) - ez legyen
M -, és huzzuk meg ME-t, MF-et, MC-t,
MK-t, ML-et és MH-t.

Minthogy egyenlé AM az EM-mel, adjuk
hozzijuk kozos (tagnak) MD-t, igy DA
egyenl6 ME-vel meg MD-vel (2. Ax.). De
ME és MD (egyiitt) nagyobb DE-nél (1. 20.),
DA is nagyobb tehat DE-nél. Ismét, minthogy
egyenlé ME az MF-fel, MD pedig kozos (da-
rab), igy ME és MD (egyiitt) egyenlé MF-fel
meg MD-vel; és az EMD szdg nagyobb az
FMD szbgnél (8. Ax.). A DE alap tehét na-
gyobb a DF alapnal (I. 24.). Hasonléképp
mutathatndnk meg azt is, hogy DF nagyobb DC-nél; DA tehat a
legnagyobb, és DE nagyobb DF-nél, DF pedig DC-nél.

S minthogy MK és KD (egyiitt) nagyobb MD-nél (1. 20.), MG pedig
egyenl6 MK-val, igy a maradék KD nagyobb a maradék GD-nél, gy-
hogy GD kisebb DK-ndl; s minthogy az MLD haromszog egyik olda-
lan, MD-n, két egyenes all, MK és KD, (a haromszdgon) beliil, igy
MK és DK (egyiitt) kisebb, mint ML és LD (1. 21.); egyenl§ viszont
MK az ML-lel, igy a maradék DK kisebb a maradék DL-nél. Hasonl6-
képp mutathatndnk meg azt is, hogy DL kisebb DH-nél; DG tehat a
legkisebb, és DK kisebb DL-nél, DL pedig DH-nal.
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i1 Aztis allitom, hogy a D pontbél csak két (-két) egyenld szakasz vezet
a koérhoz, s ezek a legkisebb szakasz, DG, két oldalan vannak. Szer-
kessziink az MD egyenesre, a rajta lev6 M ponthoz, a KMD szdggel
egyenl6 DMB szoget (1. 23.), és hiizzuk meg DB-t. Minthogy egyenld
MK az MB-vel, MD pedig kozos (oldal), igy e két-két (oldal), KM, MD
és BM, M D paronként egyenld; és a KMD szog egyenl6 a BMD szbg-
gel, a DK alap tehat egyenl6 a DB alappal (L. 4.). Azt allitom, hogy més
DK-val egyenl§ szakasz nem vezet a korhoz a D pontbol. Tegyiik ol
ugyanis, hogy vezet, DN. Minthogy tehat DK a DN-nel egyenl6, azon-
ban DK a DB-vel egyenlS, DB is egyenl6 DN-nel, (azaz) a legkisebb
szakaszhoz, DG-hez kozelebbi egyenls a tavolabbival; errdl viszont
megmutattuk, hogy nem lehetséges. Nem vezet tehat tobb egyenld
szakasz az ABC korhoz a D pontbol, mint kett§, mégpedig a legkisebb
szakasz, DG két oldalan.

Ha tehat egy koron kiviil valasztunk egy pontot, és € pontbol a kor-
hoz szakaszokat hiizunk tigy, hogy egyikiik a kozépponton at halad,
a tobbi pedig tetszGlegesen, akkor a homora ivhez vezet§ szakaszok
koziil a legnagyobb a kézépponton at haladd, és a tobbi szakasz koziil
a kozépponton 4t haladéhoz kdzelebbi mindig nagyobb a tadvolabbinal,
a dombort ivhez vezet6 szakaszok koziil pedig a pont és az Atmérd
kozotti a legrovidebb, és a tobbi szakasz koziil a legrovidebbhez koze-
lebbi mindig kisebb a tavolabbinal; és a pontbdl a korhoz vezetd sza-
kaszok koziil csak ketts (-ketté) egyenld, s ezek a legrovidebb szakasz
két oldaldn vannak. Eppen ezt kellett megmutatni.

III. 9. Tétel

Ha egy koron beliil valasztunk egy pontot, és e pontbdl a korhéz tobb
mint két egyenld szakasz vezet, akkor a vdlasztott pont a kor kozép-
ponltja.

Legyen ABC egy kor, D ezen beliil egy pont, és vezessen D-bol tobb
mint két egyenld szakasz az ABC korhéz, DA, DB és DC. Azt allitom,
hogy a D pont az ABC kor kézéppontja.

Huzzuk meg ugyanis 4B-t, BC-t, és legyen E, ill. F a felezGpont-
juk (1. 10.), és hizzuk meg ED-t, FD-t, majd hosszabbitsuk meg Gket
a G, K, H, L pontokig.

Minthogy tehat egyenl8 AE az EB-vel, ED pedig kozos (oldal), igy e
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két-két (oldal), AE, ED és BE, ED (paronként) egyenid; és a DA alap
egyenlS a DB alappal; igy az AED szog egyenlS a BED szoggel (1. 8.).
Derékszog tehat mind a két szog, AED és BED (I. 10. D.), GK tehat
derékszogben felezi 4B-t. Minthogy, ha egy
korben valamely hur egy hurt derékszog-
ben felez, akkor a felezd htiron van a kor
kozéppontja (I1. 1. K.), igy GK-n van a kor
kxozéppontja. Ugyanezért HL-en is rajta
van az ABC kor kozéppontja. Es a GK,
HL egyeneseknek nincs mas kozos pontja,
csak D, a D pont tehat kézéppontja az
ABC kornek.

Ha tehat egy koron beliil valasztunk egy
pontot, és e pontbdl a kérhoz tébb mint
két egyenld szakasz vezet, akkor a valasztott pont a kor kézéppontja.
Eppen ezt kellett megmutatni.

E.: HIL 25;

II1. 10. Tétel

Kor kort nem szel at tobb mint két pontban.

Tegyiik fol ugyanis, hogy az ABC kor a DEF kort kettGnél tobb
pontban szeli 4t, B-ben, G-ben, F-ben és H-ban, és htizzuk meg BH-t,
BG-t, slegyen K, L a felez6pontjuk (1. 10.), és K-bdl, illetve L-b&l emel-
jiunk egy-egy KC, LM merdlegest BH-ra,
illetve BG-re (I. 11), és hosszabbitsuk meg
Gket az A, illetve E pontig.

Minthogy tehdt az ABC korben vala-
mely AC hur egy BH hirt derékszégben
felez, igy AC-n van az ABC kor kozép-
pontja (III. 1. K.). Ismét, minthogy ugyan-
abban az ABC korben valamely NO hir
egy BG hurt derékszogben felez, igy NO-n
van az ABC kor kozéppontja (ua.). De
megmutattuk, hogy AC-n is rajta van, é az AC, NO egyenesek
semmilyen mas pontban nem taldlkoznak, csak P-ben; a P pont
tehat kozéppontja az ABC koérnek. Hasonloképp mutathatndnk meg,
hogy P a DEF kornek is kozéppontja; az egymast 4tszel8 két kérnek

109




tehit, ABC-nek és DEF-nek ugyanaz a P a kozéppontja; ez viszont
nem lehetséges (ITL. 5.).

Nem szel 4t tehat kor kort tobb mint két pontban. Eppen ezt kellett
megmutatni.

F.: II1. 24.

IIIL. 11. Tétel

Ha két kor beliilrél érinti egymdst és kozéppontjaikat vessziik, ak-
kor a kozéppontjaikra illesztett szakasz meghosszabbitisa a kérok
érintési pontjaba vezet.

Erintse ugyanis egymast beliilr6l két kor, ABC és ADE az A pont-
ban, és vegyiik az ABC kornek az F, az ADE kornek pedig a G kozép-
pontjat (ITI. 1.). Azt allitom, hogy a G-b6l F-re illesztett szakasz
(I11. 6., 1. P.) meghosszabbitidsa A-ba vezet.

Tegyiik fol ugyanis, hogy nem, és haladjon mint FGH, és huzzuk
meg AF-et, AG-t. Minthogy tehat AG és GF (egyiitt) nagyobb AF-nél

H (I. 20.), azaz FH-nal, vonjuk le a kozds

GF-et, igy a maradék AG nagyobb a ma-

radék GH-nal. AG viszont egyenl8 G D-vel,

GD is nagyobb tehat GH-nal, a kisebb a

B nagyobbnal (8. Ax.); ez viszont nem lehet-

séges. Az F-bSl G-re illesztett egyenes te-

hat nem mashol halad; igy az A4 érintési

ponton at halad.

C Ha tehat két kor érinti beliilr6l egymast

[és kozéppontjaikat vessziik], akkor a ko-

zéppontjaikra illesztett szakasz [meghosszabbitdsa] a korok érintési
pontjiba vezet. Eppen ezt kellett megmutatni.

B HI 13

III. 12. Tétel

Ha két kor kiviilr6l érinti egymdst, akkor a kozéppontjaikra illesztett
egyenes az érintési pontjukon dt halad.*

Erintse ugyanis egymast kiviilr6l két kor, ABC és ADE az A pont-
ban, és vegyiik f6l az ABC kornek az F, az ADE kornek pedig a G
kozéppontjat (I11. 1.). Azt 4llitom, hogy az F-b8l G-re illesziett egyenes
az A érintési ponton 4t halad,
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Tegyiik fol ugyanis, hogy nem, és haladjon mint FCDG, és huzzuk
meg AF-et, AG-1.

Minthogy tehat az F pont kozéppontja az ABC kornek, egyenld
AF az FC-vel. Ismét, minthogy a G pont kozéppontja az ADE kornek,
egyenl8 AG a GD-vel. De megmutattuk azt is, hogy AF egyenld
FC-vel, igy AF és AG (egyiitt) egyenl8 FC-vel meg GD-vel, ligyhogy
a teljes FG nagyobb, mint FC meg GD. Azonban kisebb is (I. 20.); ez
viszont nem lehetséges. Nem igaz tehat, hogy az F-b6l G-re illesztett
egyenes nem halad 4t az 4 érintési ponton; dthalad tehat rajta.

Ha tehat két kor kiviilr6l érinti egymast, akkor a kdzéppontjaikra
illesztett egyenes az érintési pontjukon 4t halad. Eppen ezt kellett
megmutatni.

1. 13. Tétel

Kor kort nem érint egynél tobb pontban, akdr beliilrél, akdr kiviilyél
érinti.

Tegyiik 6] ugyanis el8szor, hogy az ABCD kér az EBFD kért beliil-
r&l t6bb mint egy pontban érinti, D-ben és B-ben.

Vegyiik az ABCD kornek a G, az EBFD kornek pedig a H kozép-
pontjat (III. 1.). A G-b8l H-ra illesztett egyenes tehat a B és D pontok-
ba vezet (IIL. 11.). Haladjon mint BGHD
(I11. 6.). Minthogy a G pont kozéppontja
az ABCD kornek, egyenld BG a GD-vel,
nagyobb tehat BG a HD-nél (8. Ax.), még
inkdbb nagyobb tehat BH a HD-nél. Ismét, \
minthogy a H pont kézéppontja az EBFD '

kornek, egyenl8 BH a HD-vel. De megmu-
tattuk azt is, hogy még inkabb nagyobb m
nala; ez viszont nem lehetséges, nem érint 2
tehat kor kort beliilrél egynél tébb pontban. w 2

Azt 4llitom, hogy kiviilr6l sem.

Tegyiik f61 ugyanis, hogy az ACK kor az ABCD kort kiviilr6l egynél
tobb pontban érinti, A-ban és C-ben, és htizzuk meg AC-t.

Minthogy tehit mind a két ABCD, ACK korvonalon tetsz8legesen
valasztottunk két pontot, A-t és C-t, igy a pontokra illesztett egyenes

mind a két kéron beliil halad (111, 2.). Azonban az ABCD koron beliil
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halad, az ACK koron viszont kiviil; de ez lehetetlen, nem érint tehat
kor kort kiviilrSl egynél tobb pontban. Es megmutattuk, hogy beliil-
rél sem.

Nem érint tehat kor kért egynél tobb pontban, akar beliilrsl, akar
kiviilr8l érinti. Eppen ezt kellett megmutatni.

I1I. 14. Tétel

Egy korben az egyenld hiirok egyenlé tavol vannak a kézéppontiol, és
a kozépponitol egyenld tdavol levé hirok egyenlok egymdssal.®

Legyen ABCD valamely kor, és ebben legyenek 4B és DC egyenld
htirok. Azt allitom, hogy AB és CD egyenid tavol vannak a kézéppont-
tol.

Vegyiik ugyanis az ABCD kor kozéppontjat (111 1.) —ez legyen E -,
és bocsassuk E-bSl AB-re, illetve CD-re az EF, FG merdlegeseket
(1. 12.), és htizzuk meg AE-t, EC-t.

Minthogy tehat valamely, a k6zépponton atmend hir, EF, egy, nem
a kozépponton it haladé AB hurt derékszogben metsz, felezi is azt
(I11. 3.). Egyenld tehat AF az FB-vel, AB tchat kétszerese AF-nek.

Ugyanezért CD is kétszerese CG-nek; és 4B

p eeyenl8 CD-vel, egyenld tehat AF is CG-vel

(6. Ax.). Es minthogy egyenlS AE az EC-vel,

egyenl8 az AE oldalt négyzet is az EL ol-

B daltival. Azonban az AE oldalu négyzettel

egyenlS az AF és EF oldaltiak Osszege — de-

rékszog ugyanis az F-nél levd szog (1. 47.) -,

C az EC oldaluval pedig egyenld az EG és GC

oldaltiak osszege — deréksz6g ugyanis a G-

A nél levd szog (ua.) —, az AF és FE oldald

négyzetek tehat (egyiitt) egyenlék a CG és

EG oldaltakkal, s koziilik az AF oldali egyenlé a CG oldaluval -

egyenlS ugyanis AF a CG-vel —, igy a maradék EF oldali négyzet

egyenl$ az EG oldaltval (3. Ax.), egyenl6 tehat EF az EG-vel. De azt

mondjuk, hogy huirok egy korben egyenld tavol vannak a kézéppont-

té6l, ha a kozéppontbodl rajuk bocsitott merSlegesek egyenlSk (I11. 4.
D.), 4B és CD tehat egyenld tavol vannak a kozépponttol.

Most pedig legyenek az AB, CD hirok egyenld tavol a kézéppont-

112



tol, azaz legyen egyenlS EF az EG-vel. Azt dllitom, hogy 4B is egyenls
CD-vel.

Készitsiik el ugyanis ugyanazt az 4brat, mint az el6bb. Ekkor ha-
sonléképp mutathatjuk meg, hogy AB az AF-nek, CD pedig CG-nek
a kétszerese. S minthogy egyenld AE az EC-vel, egyenl§ az AF olda-
I négyzet az EC oldaltival. Azonban az AE oldalii négyzettel egyenld
az EF és AF oldaltak Osszege, az EC oldalival pedig az EG és CG
oldaltak osszege (I. 47.). Az EF és AF oldala négyzetek tehat (egyiitt)
egyenlSk az EG meg a CG oldaliakkal (1. Ax.), s koziiliik az EF oldalu
négyzet egyenl$ az EG oldaliival — egyenl ugyanis EF az EG-vel —,a
maradék AF oldali négyzet tehét egyenl§ a CG oldaltval (3. Ax.);
egyenl8 tehdt AF a CG-vel; és AF-nek kétszerese AB, CG-nek kétszere-
se CD, egyenlS tehat AB a CD-vel (5. Ax.).

"Egy korben tehit az egyenl8 hurok egyenld tavol vannak a kozép-
ponttdl, és a kozépponttdl egyenls tavol levd huirok egyenlSk egymés-
sal. Eppen ezt kellett megmutatni.

F:: HI: 15

III. 15. Tétel

Egy kirben a legnagyobb hir az dtmérd, a 16bbi hir kéziil pedig
a kozépponthoz kozelebbi mindig nagyobb a tdvolabbindl.

Legyen ABCD valamely kor és AD az egyik 4tmérdje, E pedig a ko-
zéppontja, és BC legyen kozelebb az AD at-
mér6hoz, FG pedig tavolabb téle. Azt alli- A
tom, hogy AD a legnagyobb, és BC nagyobb M B
FG-nél. F

Bocsassuk ugyanis az E pontb6l BC-re és
FG-re az EH, illetve EK mer6legeseket (I. 12.). L E
Es minthogy BC kozelebb van a kézépponthoz, K
FG pedig tavolabb van t6le, EK nagyobb EH-
nél (1IL. 5. D.). Mérjiik {61 (EK-ra) az EH-val
egyenlé EL-t (1. 3.), és L-bdl emeljiink EK-ra N o
egy LM mer8legest (I. 11.), hosszabbitsuk meg D
N-ig, és hlizzuk meg ME-t, EN-t, FE-t és EG-t.

Minthogy egyenlé EH az EL-lel, BC is egyenlé MN-nel (I11. 14.).
Ismét, minthogy egyenl6 AE az ME-vel, ED pedig EN-nel, igy AD
egyenl8 ME-vel meg EN-nel (2. Ax.). Azonban ME és EN (egyiitt)
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nagyobb MN-nél (1. 20.) [AD is nagyobb tehat MN-nél], MN pedig
egyenlé BC-vel; AD tehat nagyobb BC-nél. Es minthogy e két-két
(oldal), ME, EN és FE, EG (paronként) egyenlo, és az MEN szog
nagyobb az FEG szognél, igy az MN alap nagyobb az FG alapnél
(I. 24.). Azonban megmutattuk, hogy MN egyenlé BC-vel [BC is
nagyobb tehit FG-nél]. A legnagyobb tehat az AD 4tmérd, és BC na-
gyobb FG-nél.

Valamely korben tehéat a legnagyobb hir az atmérd, a tébbi hur
koziil pedig mindig a kdzépponthoz kozelebbi nagyobb a tavolabbinal.
Eppen ezt kellett megmutatni.

II1. 16. Tétel
Egy kor datmérdjére a végpontjaban emelt merdleges a korén kiviil
halad, és az egyenes és a koriv kizitti teriileten nem halad mds egyenes,
és a félkor szoge minden egyenes vonalii hegyesszognél nagyobb, a pot-
szoge pedig kisebb.

Legyen ABC a D kozéppont és az AB atmér6 koriilotti kor. Azt
allitom, hogy az AB-re az A végpontjiban emelt merSleges (I. 11.)
a koron kiviil halad. Tegyiik fol ugyanis,
B hogy nem, és haladjon beliil, mint CA4, és

hizzuk meg DC-t.
Minthogy egyenldé DA a DC-vel,a DAC
szog is egyenl8 az ACD szoggel (I. 5.).
DAC viszont derékszog, derékszog tehat

C ACD is; igy az ACD haromszog két szoge,
- G DAC és ACD (egyiitt) két derékszdggel
S "'\ egyenlG; ez viszont nem lehetséges (I. 17.).
E A Az A pontb6l AB-re emelt merdleges tehat

nem a korén belil halad. Hasonléképp

mutathatnank meg, hogy nem is a kdrvonalon halad; kiviil halad tehét.

Haladjon mint AE. Azt 4llitom, hogy az AF egyenes és a CHA iv
kozotti teriileten més egyenes nem halad.

Tegyiik fol ugyanis, hogy halad, FA4, és bocsassuk a D pontb6l FA4-ra

a DG mer6legest (I. 12.). Minthogy AG D derékszog, DAG pedig kisebb

egy derékszognél, igy DA nagyobb DG-nél (1. 19.). DA viszont egyenld

DH-val; nagyobb tehat DH a DG-nél, a kisebb a nagyobbnal (8. Ax.);
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ez viszont nem lehetséges. Az egyenes és a koriv kozotti teriileten tehat
nem halad mas egyenes.

Azt is allitom, hogy a félkor szoge, melyet az AB egyenes és a CHA
iv fog kozre (III. 7. D.), minden egyenes vonalii hegyesszégnél na-
gyobb, a pétszdge pedig, melyet a CHA iv és az AE egyenes fog kézre,
minden egyenes vonala hegyesszognél kisebb.

Ha ugyanis léteznék egy olyan egyenes vonalt szog, amely nagyobb
az AB egyenes és a CHA koriv altal kozrefogott szognél, de kisebb a
CHA koriv és az AE egyenes altal kozrefogott szognél, akkor a CHA
koériv és az AE egyenes kozotti teriileten egy olyan egyenes haladna,
mely egy, az AB egyenes és a CHA iv éltal kozrefogott sz6gnél na-
gyobb, de a CHA iv és az AE egyenes altal kozrefogott szognél kisebb
egyenes vonalil szoget alkotna. De ilyen egyenes nem haladhat; nem
Iétezik tehat sem az AB egyenes és a CHA koriv altal kozrefogott
szognél nagyobb, sem a CHA iv és az AE egyenes altal kozrefogott
sz6gnél kisebb egyenes vonali hegyesszog.

E.o IV 48503

Kovetkezmény

Ebbél mar nyilvanvalo, hogy a kor atmérGjére a végpontjaban emelt
merGleges érinti a kort [és hogy egy egyenes egy kort csak egy pontban
érint, minthogy megmutattuk azt is, hogy a vele két pontban taldlkozé
egyenes a belsejében halad (I11. 2.)].
Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: 1L 17., 33, 37.; IV. 2-3., 7., 12.; XII. 16.

IIL.17. ‘Tetel

Hiizzunk adott pontbdl adott kérhdz érinté egyenest!

Legyen A az adott pont, BCD pedig az adott kér. Az 4 pontbél
kell tehat a BCD kérhoz érint6 egyenest huizni.

Vegyiik fol a kor £ kozéppontjat (111 1.), és hizzuk meg AE-t,
és legyen AFG az E kézépponti, AE tavolsaggal rajzolt kor, és D-bol
emeljitk AE-re a DF merdlegest (I. 11.), és huzzuk meg EF-et, AB-t.
Azt allitom, hogy az 4 pontbdl huzott AB egyenes érintGje a BCD
kornek. *®

Minthogy ugyanis E kozéppontja a BCD és az AFG kornek, egyenld
AE az EF-fel, ED pedig EB-vel; igy e két-két (oldal), AE, EB és EF,
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ED (paronként)iegyenlS; és ugyanazt az E-nél levé (AEF) szoget
fogjak kozre; a DF alap tehat egyenlS az AB alappal, és a DEF
haromszog egyenl6 az EBA hiaromszoggel, és a tobbi szdg is paron-

ként egyenlS (I. 4.); egyenl§ tehdt az EDF

A sz0g EBA-val. EDF viszont derékszog, derék-
E ’ szOg tehat EBA is. Es EB egy sugér; de a kor
‘, atmérGjére a végpontjaban emelt merdleges

' érinti a kort (III. 16. K.), 4B tehat érinti a
BCD kort.
Az adott 4 pontbél tehat az adott BCD
korhoz egy AB érint6 egyenest hiiztunk. Ep-
G Dbenezt kellett megtenni.
B 1137,
1I1. 18. Tétel

Ha egy kort érint valamely egyenes, és a kézéppontbol az érintési
pontra egy egyenest illesztimk, akkor ez az egyenes meréleges lesz az
érintore.

Erintse ugyanis valamely DE egyenes az ABC kort a C pontban,
vegyiik fol az ABC kor F kozéppontjat
(III. 1.), és illessziikk F-b6l C-re FC-t. Azt
allitom, hogy FC merdleges DE-re.

Tegyiik fol ugyanis, hogy nem az, és bo-
csassuk az F pontb6l DE-re az FG merGlegest
(1.123,

Minthogy tehat FGC derékszog, igy FCG
hegyesszdg. A nagyobb szdggel szemben vi-
szont nagyobb oldal fekszik (1. 19.), nagyobb
tehdt FC az FG-nél. De FC egyenld FB-vel, nagyobb tehat I'B is
FG-nél, a kisebb'a nagyobbnal (8. Ax.); ez viszont nem lehetséges. FG
tehat nem merdleges DE-re. Hasonloképp mutathatndnk meg, hogy
egyetlen mas egyenes sem, kivéve FC-t; FC merlleges tehat DE-re.

Ha tehat egy kort érint valamely egyenes, és a kozéppontbdl az
érintési pontra egy egyenest illesztiink, akkor az az egyenes merd&leges
lesz az érintSre. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: III. 19., 36-37.; IV. 7.
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I11. 19. Tétel

Ha valamely egyenes érint egy kdirt, és az érintési pontban egy mero-
legest emeliink az érintdre, akkor ezen a merdlegesen lesz a kor kozép-
pontja.

Erintse ugyanis valamely DE egyenes az ABC kort a C pontban, és
emeljiink C-ben DE-re egy CA mer6legest (1. 11.). Azt 4llitom, hogy a
kor kozéppontja C4-n van.

Tegyiik fol ugyanis, hogy nincs rajta a koézéppont; legyen ez (a
kozéppont) I, és huzzuk meg CF-et. Minthogy valamely DE egyenes
érint egy ABC kort, és FC 0Osszekoti
a kozéppontot és az érintési pontot, A
igy FC merdleges DE-re (III. 18.),
FCE tehat derékszog. Viszont ACE is B
derékszog, egyenld tehat az FCE szog
ACE-vel (4. P.), a kisebb a nagyobbal 2
(8. Ax.); ez viszont nem lehetséges. F
tehat nem kozéppontja az ABC kor-
nek. Hasonloképpen mutathatndnk =
meg, hogy egyetlen mésik AC-n kiviil C
levé pont sem.

Ha tehét valamely egyenes érint egy kort, és az érintési pontban egy
merGlegest emeliink az érint6re, akkor ezen a merélegesen lesz a kor
kozéppontja. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: III. 32.

III1. 20. Tétel
Egy korben a kozépponti szog kétakkora, mint a keriileti, ha e szogek
ugyanazon az iven nyugszanak.*

D Legyen ABC valamely kor, s ennek BEC
egy kozépponti, BAC pedig egy keriileti
szoge, s nyugodjanak e szogek ugyanazon

A a BC iven. Azt dllitom, hogy a BEC szog
kétakkora, mint BAC.
Huzzuk meg ugyanis AE-t, és hosszab-
F bitsuk meg F-ig.
Minthogy tehat AE egyenld EB-vel,
B egyenlS az EAB szdg is EBA-val (1. 5.); az

117



EAB és EBA szogek tehat (egyiitt) kétakkorak, mint EAB. A BEF
szoOg viszont egyenlé EAB-vel meg EBA-val (1. 32.); BEF is kétakkora
tehat, mint EAB. Ugyanezért az FEC szog is kétakkora, mint EAC,
A teljes BEC szbg tehat kétakkora, mint a teljes BAC szdg.

Legyen ismét egy torottvonalunk,** és legyen BDC egy masik szog.
Huzzuk meg DE-t, és hosszabbitsuk meg G-ig. Hasonloképp mutat-
hatnank meg, hogy a GEC szog kétakkora, mint EDC, s ezekbdl
a GEB szog kétakkora, mint EDB; a maradék BEC szog tehat két-
akkora, mint BDC.

Egy korben tehat a kozépponti szog kétakkora, mint a keriileti, ha
e szogek ugyanazon az iven nyugszanak. Eppen ezt kellett megmutatni.

E.: 111215, 275 V. 338.

III. 21. Tétel
Egy kérben az ugyanazon korszeletben levé szogek™ egyenidk egy-
madssal.
Legyen ABCD egy kor, és legyenek ugyanabban a szeletében a
BAD, BED szbgek. Azt dllitom, hogy a BAD
A €s BED szogek egyenl6k egymassal.

£ Vegyiik ugyanis az ABCD kor kozéppontjat
(ITIL. 1.), legyen ez F, és huizzuk meg BF-et,
FD-t.

p  Minthogy BFD kézépponti szdg, BAD
pedig keriileti szog, €s ugyanazon a BCD
iven nyugszanak, igy a BFD szog kétak-

C kora, mint BAD (III. 20.). Ugyanezért BED-
nek is kétszerese a BFD szbg, egyenl6
tehat a BAD sz6g BED-vel (6. Ax.).
Egy korben tehat az ugyanazon korszeletben levs szogek egyenlGk
egyméssal. Eppen ezt kellett megmutatni.
Foo 1. 22,

TH:i:22:/Tétel
A korbe irt négyszogek (azaz a hurnégyszigek) szemkizti szogei
(egyiitt) két derékszoggel egyenlbk.
Legyen ABCD egy kor, és ABCD egy bele irt négyszog. Az allitom,
hogy a szemkozti szogei (egyiitt) két derékszoggel egyenlSk.
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Huzzuk meg AC-t és BD-t.

Minthogy minden haromszog harom szdge (egytitt) két derékszog-
gel egyenld (I. 32.), igy az ABC haromszog harom szdge, CAB, ABC és
BC A (egyiitt) két derékszoggel egyenlS. Viszont a CAB szbg egyenls
BDC-vel — ugyanis ugyanabban a BADC
korszeletben vannak (111 21.) -, az ACB sz6g B
pedig ADB-vel — ugyanis ugyanabban az
ADCB korszeletben vannak (ua.) —; a teljes A
ADC szog tehat egyenl§ BAC-vel meg ACB- C
vel (2. Ax.). Adjuk hozzajuk kozds (tagnak)
az ABC szoget, igy az ABC, BAC, ACB sz5-
gek (egyiitt) egyenl8k ABC-vel meg ADC-vel D
(2. Ax.). Azonban ABC, BAC és ACB
(egyiitt) két derékszoggel egyenls, tehat ABC és ADC is (egyiitt) két
derékszoggel egyenlé (1. Ax.). Hasonloképp mutathatniank meg,
hogy BAD és DCA is (egyiitt) két derckszbggel egyenld.

A korbe irt négyszogek szemkozti szdgei tehat (egyiitt) két derék-
szoggel egyenlSk. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: IIL. 31-32.

THE23 o Tétel
Ugyanarra a szakaszra nem lehet két hasonld, de nem egyenld kiir-
szeletet szerkeszteni ugyanazon az oldalon.

Tegyiik fol ugyanis, hogy lehetséges, és legyen ugyanarra az AB
egyenesre két hasonld, de nem egyenld korszelet, ACB és ADB szer-
kesztve ugyanazon az oldalon, és htizzuk meg rajtuk 4t ACD-t, és

htzzuk meg CB-t, DB-t.

Minthogy tehat az ACB korszelet hasonlé az ADB kérsze-
lethez, korszeletek viszont akkor hasonlok, ha egyenl8 szoge-
ket fogadnak be (III. 11. D.),igy az ACB szdg egyenlS az ADB
szoggel, a kiilsS a belsGvel; ez viszont nem lehetséges (1. 16.).

Nem lehet tehat ugyanarra aszakaszra két hasonld, de

D nem egyenlS korszeletet szerkeszteni ugyanazon az oldalon.
Eppen ezt kellett megmutatni.
B F.: III. 24,

A
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1L 24. Tétel

Az egyenld szakaszokon nyugvé hasonlo kirszeletek egyenidk
egymdssal.

Nyugodjanak ugyanis az egyenl6 AB, CD egyeneseken a hasonld
AEB, CFD kérszeletek. Azt allitom, hogy egyenlS az AEB kérszelet a
CFD korszelettel.

Ha ugyanis az AEB kérszeletet a CFD korszeletre illesztjiik tgy,

hogy az A4 pontot a C pontra, az AB egyenest pedig a CD egyenesre
helyezziik, akkor a B pont is illeszkedni fog

E D-re, minthogy 4B egyenld CD-vel. De ha AB
illeszkedik CD-re, akkor az AEB korszelet is

A Q B illeszkedik CFD-re. Ha ugyanis az AB egyenes
G illeszkedik CD-re, az AEB korszelet viszont nem

£ illeszkedik CFD-re, akkor vagy azon beliil halad,
@ vagy kiviil, vagy eltér t6le, mint CGD, és egy

C D kor egy masikat kett6nél tobb pontban szel at;

ez viszont nem lehetséges (IIL. 23. és 10.). Tehat

nem igaz, hogy — noha az 4B egyenes illeszkedik CD-re — az AEB

korszelet nem illeszkedik CFD-re. Illeszkedik tehét ré, €s egyenld vele,

Az egyenld szakaszokon nyugvo hasonlé korszeletek tehat egyenlSk
egyméssal. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: III. 26.
ITI. 25. Tétel

Adott korszelethez rajzoljuk meg a kort, amelynek szelete!

Legyen ABC az adott korszelet. Az ABC korszelethez kell tehat
megrajzolni azt a kort, amelynek szelete.

Legyen D az AC felez8pontja (I. 10.), és a D pontban emeljiik
AC-re a DB merGlegest (I. 11.), és hizzuk meg AB-t. Az ABD szig
tehdt vagy nagyobb BAD-nél, vagy egyenls vele, vagy kisebb néla.

Legyen el6szor nagyobb néla, és szerkessziink az AB egyenesre, a
rajta lev8 A4 ponthoz, egy ABD-vel egyenl§ BAE szdget (I. 23.), és
hosszabbitsuk meg DB-t E-ig, és hiizzuk meg EC-t. Minthogy tehat
az ABE szog egyenlS a BAE szoggel, egyenlé az EB szakasz is EA-
val (I. 6.). Es minthogy egyenl6 AD DC-vel, DE pedig kozos (ol-
dal), igy e két-két (oldal), AD, DE és DC, DE paronként egyenld.
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Es az ADE szog egyenld a CDE szoggel — derékszog ugyanis mind 4
kett§ (I. 15. és 1. Ax.) -, az EA alap tehat egyenld az EC alappal
(I. 4.). De megmutattuk, hogy EA az EB-vel egyenld, tehat EB is
egyenlé EC-vel. Tehat e harom (szakasz),

EA, EB és EC egyenlS egymassal (1. Ax.), A

igy az E kozéppontt, és az EA, EB, EC

tavolsdgok egyikével rajzolt kor a tobbi

ponton is it fog menni, és (az adott kor- B E
szelethez) lesz hozzarajzolva (III. 9.). Az

adott korszelethez tehdt megrajzoltuk a AC A
kort. Bs az ABC korszelet nyilvan kisebb
a félkornél, minthogy az E kozéppont rajta B DB D

kiviil talalhato.

Hasonl6képp, ha az ABD szog egyenld
BAD-vel, akkor, minthogy AD egyenld C C
lesz mind a két BD és DC (szakasszal),
igy e hdrom (szakasz), AD, BD és DC egyenld (I. 6.) egyméssal,
és D kozéppontja a kiegészitett kornek, és ABC nyilvan félkor.

Ha pedig az ABD szog kisebb BAD-nél, és az AB egyenesre, a
rajta lev6 4 ponthoz, egy ABD-vel egyenlS szoget szerkesztiink
(1. 23.), akkor a DB egyenesen az ABC korszeletben beliilre fog esni a
kozéppont, és az ABC korszelet nyilvan nagyobb lesz a félkornél.

Adott korszelethez megrajzoltuk tehat a kort. Eppen ezt kellett
megtenni.

IIL. 26. Tétel

Egyenld korokben az egyenld szogek egyenlé iveken nyugszanak,
akdr kéozépponti, akdr keriileti szogek.

Legyenek ABC, DEF egyenlS korok, és legyenek benniik BGC, EHF
egyenld kozépponti, BAC és EDF pedig egyenlS keriileti szogek. Azt
allitom, hogy a BKC iv egyenl6 az ELF ivvel.

Huzzuk meg ugyanis BC-t és EF-et.

Minthogy az ABC, DEF korok egyenlSk, egyenlSk a sugaraik;
igy e két-két (oldal), BG, GC és EH, HF (pironként) egyenld; és a G-
nél levd szog egyenlS a H-ndl levdvel, a BC alap tehit egyenlS az
EF alappal (I. 4.). Es minthogy egyenlS az A-nél levé szog a D-nél
levével, a BAC korszelet hasonlé az EDF korszelethez; és egyenlS

121



szakaszokon nyugszanak; az egyenld szakaszokon nyugvé hasonlé
korszeletek viszont egyenl6k egymassal (III. 24.), egyenld tehat a
BAC korszelet EDF-fel. De a teljes ABC kor is egyenl§ a teljes DEF
korrel, igy a maradék BKC iv egyenl6 az

A ELF ivvel (3. Ax.).
Egyenl$ korokben tehat az egyenld szo-

D gek egyenld iveken nyugszanak,,akér ko-
B £ i zépponti, akar keriileti szogek. Eppen ezt
K L kellett megmutatni.

R T 272800 TV 1 1 4532 XA T 510,

III. 27. Tétel

Egyenlo korokben az egyenld iveken nyugvo szégek egyenlék egy-
madssal, akdr kozépponti, akdr keriileti szogek.

Nyugodjanak ugyanis az egyenl8 ABC, DEF koérokben az egyenlS
BC, EF iveken a G, H kézéppontoknil a BGC, EHF kozépponti és a
BAC, EDF keriileti szogek. Azt allitom, hogy a BGC sz6g egyenls az
EHF,a BAC szog pedig az EDF szoggel.

Ha ugyanis a BGC szog nem egyenlé EHF-fel, akkor egyikiik na-
gyobb. Legyen BGC a nagyobb szog, és szerkessziink a BG egyenesre, a
rajta levé G ponthoz, egy EHF-fel egyenls

BGK szoget (1. 23.). Az egyenld szdgek D

viszont egyenl iveken nyugszanak, ha A

(mindketten) kézépponti szogek (II1. 26.), [~
egyenld tehat a BK iv az EF ivvel. Azon- C E

ban EF egyenl8 BC-vel, tehat BKis egyenld g K
BC-vel (1. Ax.), a kisebb a nagyobbal (8.
Ax.); ez viszont nem lehetséges. Nem igaz tehat, hogy a BGC szog
nem egyenlé EHF-fel; egyenl$ hat. Es BGC-nek fele része az A-nal
levé szog, EHF-nek pedig fele része a D-nél lev§ szog (I1I. 20.);
egyenl6 hat az A-nal levS szog is a D-nél levovel (6. Ax.).
Egyenl§ kordkben az egyenld iveken nyugvé szogek tehat egyenldk
egymassal, akar kozépponti, akar keriileti szogek. Eppen ezt kellett
megmutatni.
Fi: 1129, s iV 11020005 5 Va3, s XTLad s 1703 XTI 1.
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I11. 28. Tétel

Egyenlé korokben az egyenld: hirokhoz egyenld ivek tarioznak,
mégpedig a nagyobb iv egyenld a (mdsik kor) nagyobb ivével, a kisebb iv
pedig a (mdsik kor) kisebb ivével.

Legyenek ABC, DEF egyenl6 kordk, és a koroknek legyenek AB,
DE egyenl6 hurjaik, melyekhez az ACB, DFE nagyobb és az AGB,
DHE kisebb ivek tartoznak. Azt éllitom, hogy az ACB nagyobb iv
egyenl6 a DFE nagyobb ivvel, az AGB kisebb iv pedig DHE-vel.

Vegyiik fol ugyanis a korok K, L kézéppontjait (111, 1.), és hiizzuk
meg AK-t, KB-t, DL-t és LE-t.

Minthogy a korok egyenldk, egyenlSk a sugaraik is (IIL. 1. D.), e
két-két (szakasz) tehat, AK, KB és DL, LE (paronként) egyenlS; és az
AB alap egyenld a DE alappal; az AKB szog tehat egyenl$ a DLE
szoggel (I. 8.). Az egyenl6 szbgek viszont

egyenls iveken nyugszanak, ha (mindket- C 2
ten) kozépponti szogek (III. 26.), egyenld L

hat az AGB iv a DHE ivvel. De a teljes

ABC kor is egyenlS a teljes DEF korrel,

a maradék ACB iv is egyenl8 tehat a A\G'/BD\H/E
maradék DFE ivvel (3. Ax.).

Egyenld korokben tehdt az egyenl6 hiirokhoz egyenl ivek
tartoznak, mégpedig a nagyobb iv a nagyobb ivvel, a kisebb iv pedig
a kisebb ivvel egyenl8. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: 1L 30,5 TV 12, 5 X005 XL 8:

III. 29. Tétel
Egyenld korokben az egyenld ivekhez egyenld hurok tartoznak.
Legyenek ABC, DEF egyenl6 korok, és messiik ki bel6litk az egyenld
BGC, EHF iveket, és htizzuk meg a BC,
EF egyeneseket. Azt Aallitom, hogy BC

A D egyenlG EF-fel.
Vegyiik fol ugyanis a kérok kozéppont-
jat (. 1.) — ez legyen K ill. L —, és

B CE F huzzuk meg BK-t, KC-t, EL-t és LF-et.

G H Minthogy egyenl6 a BGC iv az EHF
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ivvel, egyenl6 a BKC szog is az ELF sz6ggel (I11. 27.). S minthogy
egyenl6k az ABC, DEF korok, egyenl6k a sugaraik is (III. 1. D.);
e két-két (szakasz) tehat, BK, KC és EL, LF egyenlS; és egyenl§ szo-
geket fognak kozre; a BC alap tehat egyenlS az EF alappal (I. 4.).
Egyenl6 korokben tehat az egyenld ivekhez egyenld hurok tartoz-
nak. Eppen ezt kellett megmutatni.
E. oIV 1 1, 15,8 XTI 0,

III. 30. Tétel

Felezziink meg adott korivet!
Legyen ADB az adott koriv. Az ADB ivet kell tehat megfelezni.
Huazzuk meg AB-t, legyen C a felez8pontja (I. 10.), emeljiink a C
pontbol AB-re egy CD merSlegest, és hiuizzuk meg AD-t, DB-t.
Minthogy egyenl6 AC a CB-vel, CD pedig k6z6s (oldal), igy e két-
két (oldal), AC, CD és CB, CD (paronként) egyenl8; és az ACD szbg
egyenlG a BCD szoggel — derékszdg ugyanis

D mind a kettd (4. P.)* —, az AD alap tehat

egyenl6 a DB alappal (I. 4.). Az egyenld

/_ \ hurokhoz viszont egyenlG ivek tartoznak,
A G B mégpedig a nagyobb iv egyenld a nagyobb

ivvel, a kisebb iv pedig a kisebb ivvel (II1.
28.); és mind, a két 4D, DB iv kisebb a félkornél, egyenld tehat az
AD iv a DB ivvel.
Megfeleztiik teh4t az adott ivet a D pontban. Eppen ezt kellett meg-
tenni.
F:: V. 16:

IIL. 31. Tétel

Egy kirben a félkorbeli szog (I11. 8. D.) derékszog, az (ennél)
nagyobb korszeletben levd szog kisebb a derékszdognél, a kisebb szeletben
levd szog pedig nagyobb a derékszognél; tovabba a (félkirnél) nagyobb
korszelet szoge (I11. 7. D.) nagyobb a derékszégnél, a kisebb szeleté
pedig kisebb a derékszognél,

Legyen ABCD egy kor, BC egy atmérGje, E pedig a kozéppontja,
és huzzuk meg BA-t, AC-t, AD-t, DC-t. Azt allitom, hogy a BAC fél-
korbeli BAC szog derékszog, a félkornél nagyobb ABC korszeletben
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lev8 ABC szog kisebb a derckszognél, a félkornél kisebb ADC kor-
szeletben levé ADC szbg pedig nagyobb a derékszognél.

Huzzuk meg 4AE-t, és hosszabbitsuk meg BA-t F-ig.

Minthogy BE egyenlé AE-vel, egyenl8 az ABE szbg is BAE-vel
(1. 5.). Ismét, minthogy CE egyenl8 AE-vel, egyvenl6 az ACE szog is
CAE-vel (ua.); a teljes BAC szog tehat egyenld
e két szoggel, ABC-vel meg ACB-vel (2. Ax.). c
De az ABC hiaromszdg FAC kiils§ szdge is
egyenlG e két szoggel, ABC-vel meg ‘ACB-vel £ D
(I. 32)), egyenls tehat a BAC szog is az FAC
szoggel (1. Ax.); derékszog tehdt mind a
kettd (1. 10. D.); a BAC félkorbeli BAC szdg
" teh4t derékszdg.

Minthogy az ABC haromszdg két szdge, B
ABC és BAC (egyiitt) két derékszognél kisebb
(1. 17.), BAC pedig derékszog, igy az ABC sz0g kisebb a derékszog-
nél — és a félkornél nagyobb ABC korszeletben van.

Minthogy ABCD egy korbe irt négyszog, a korbe irt négyszogeknek
viszont a szemkozti szogei (egyiitt) két derékszoggel egyenlSk [igy az
ABC, ADC szogek (egyiitt) két derékszoggel egyenlSk (III. 22.)]; és
az ABC szog derékszognél kisebb; a maradék 4ADC szog tehat derék-
szognél nagyobb — és a félkornél kisebb ADC korszeletben van.

Azt is allitom, hogy a (félkornél) nagyobb korszelet szoge, amelyet
az ABC iv és az AC egyenes fog kozre, derékszdgnél nagyobb, a kisebb
korszelet szoge pedig, amelyet az ADC iv és az AC egyenes fog kozre,
deréksz6gnél kisebb. Ez minden tovabbi nélkiil nyilvanvalé. Minthogy
ugyanis a BA és AC egyenesek szbge derékszdg, igy az ABC iv és az
AC egyenes altal kozrefogott sz6g derékszognél nagyobb (8. Ax.). Is-
mét, minthogy az AC és AF egyenesek szoge derékszog, igy a CA
egyenes €s az ADC iv altal kozrefogott szog derékszognél kisebb.

Egy korben tehéat a félkorbeli szog derékszog, a nagyobb korszelet-
ben levs szog derékszognél kisebb, a kisebben levs szog pedig derék-
szognél nagyobb; tovdbba a nagyobb korszelet szdge derékszognél
nagyobb, a kisebb korszeleté pedig derékszognél kisebb. Eppen ezt
kellett megmutatni.
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Eo: 1113233 GV SO vkl SeuiiX e 130 1.0 29.,730.,:33-35.1 X1, 23;
Lo XA 117, Sl 4. 1 6.

[Kovetkezmény

Ebbdl mér nyilvanvald, hogy ha egy hdromszdg egyik szoge egyenld
a masik kettd Osszegével, akkor e szog derékszog, mivel a kiils6 szdge
is egyenl8 ugyanazoknak a szogeknek az &sszegével (I. 32.); ha pedig
a mellékszdgek egyenldk, akkor derékszogek (I. 10. D.).]

IIL. 32. Tétel

Ha egy kort érint egy egyenes, és az érintési pontbdl szeldt hiizunk a
kdrhéz, akkor azok a szégek, amelyeket az érintével alkot, egyenldk
lesznek a masik korszeletben levd szigekkel.

Frintse ugyanis az 4ABCD kort valamely EF egyenes a B pontban,
és hiizzunk a B pontbol egy BD szel6t az ABCD korhoz. Azt éllitom,
hogy azok a szogek, amelyeket BD alkot az EF érintGvel, egyenlGk
a masik korszeletben levd szogekkel, azaz hogy az FBD szbg egyenld
a BAD korszeletben szerkesztends szoggel, az EBD sz6g pedig egyenld
a DCB korszeletben szerkesztend@ szoggel. -

Emeljiik ugyanis a B pontbdl EF-re a BA mer6legest (I. 11.), és
legyen C a BD iven tetsz6legesen valasztott pont, és hizzuk meg
AD-t, DC-t, CB-t.

Minthogy valamely EF egyenes érinti a B pontban az ABCD kort,
és az érmtém pontbol BA-t az érint8re mer6legesen emeltiik, igy BA-n
e - van az ABCD kér kozéppontja (III. 19.). B4

A tehat atmérGje az ABCD kornek; az ADB szog

D tehat, minthogy félkorbeli, derékszog (I11. 31.).
A t6bbi két szog tehat, BAD é ABD (egyiitt)

C egy derékszoggel egyenld (I. 32.). De 4BF is
derékszog, az ABF szbg tehategyenld BAD-vel

meg ABD-vel (4. P. és 1. Ax.). Vonjuk le a ko-

E z0s ABD szbget; igy a maradék DBF szog

E B egyenl@ a masik korszeletben lev8 BAD szog-
gel (3. Ax.). S minthogy ABCD kérbe irt négy-

sz0g, a szemkozti szogei (egyiitt) két derékszoggel egyenliSk (II1. 22.).
De a DBF, DBE szogek is (egyiitt) két derékszoggel egyenlSk (I. 13.),
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DBF meg DBE tehat egyenl6 a BAD meg a BCD szbggel (1. Ax.).
Megmutattuk, hogy ezek koziil a BAD szog egyenlé DBF-fel, igy a
maradék DBE szdgegyenl§ a masik korszeletben, DCB-ben levé DCB
szoggel (2. Ax.).

Ha tehat egy kort érint egy egyenes, €s az érintési pontbdl szelSt
htizunk a kérhoz, akkor azok a szogek, amelyeket az érintGvel alkot,
egyenlBk lesznek a mdasik korszeletben levd szogekkel. Eppen ezt
kellett megmutatni.

F.: IIL. 33-34.; IV. 2, 10.

1I1. 33. Tétel

Irjunk adott szakasz folé olyan kdrszeletet, amely adott egyenes
vonalii szoggel egyenld szdget fogad be!

Legyen AB az adott szakasz, a C-nél levé szog pedig az adott egye-
nes vonalti sz6g. Az adott 4B egyenes folé kell tehat olyan korszeletet
irni, amely a C-nél levGvel egyenls szoget fogad be.

Marmost a C-nél levs szog vagy hegyesszog, vagy derékszog, vagy
tompaszog. Legyen elGszor hegyesszog, és — mint az els§ dbrdn —
szerkessziink az 4B egyenesre, az A ponthoz egy, a C-nél levd szoggel
egyenlS BAD szoget (L. 23.). Hegyesszog tehat BAD is. Emeljiik DA-ra
az AE merdlegest (1. 11.), legyen F az AB felezGpontja (1. 10.), emeljiik
az F pontban AB-re az FG mer6legest (I. 11.), és htizzuk meg GB-t.

Minthogy egyenl8 AF az FB-vel, FG pedig ko-
zos (oldal), igy e két-két (oldal), AF, FG és FB, FG
(paronként) egyenld; €és az AFG szog egyenlS a \ c
BFG szdggel; az AG alap tehét egyenlS a BG alap- p
pal (I. 4.). A G kézéppontu, AG tavolsdggal rajzolt
kor tehat B-n is 4t fog haladni. Rajzoljuk meg,
legyen ABE, és huzzuk meg EB-t. Minthogy tehat
az AE atmér8 A végpontjaban AD az AE-re me- B
r8leges, igy AD érinti az ABE kort (IT1. 16. K.).

Minthogy tehat az ABE kort érinti valamely AD £
egyenes, és az A érintési pontbol egy AB szelS ha- -

lad az ABE koérhoz, igy a DAB szog egyenlS a madsik korszeletben
lev8 'AEB szdggel (IIL. 32.). Azonban DAB egyenl8 a C-nél levl
szdggel, a C-nél levs szdg is egyenld tehat AEB-vel (1. Ax.).

127



Az adott AB egyenes f6lé tehat olyan AEB korszeletet irtunk, mely
az adott C-nél levo szoggel egyenld AEB szoget fogad be.

Legyen most derékszog a C-nél levs szbg, és kelljen ismét az 4B

egyenes f6lé olyan korszeletet irni, mely a C-nél lev8 derékszoggel

egyenld szoget fogad be. Szerkessziink — amint

a masodik dbran tortént — egy, a C-nél levd

l derékszoggel egyenld BAD szoget (1. 23, v. 11.),

A és legyen F az AB felez6pontja (1. 10.), AEB pe-

D dig az F kézéppontu, az AF, FB tivolsigok egyi-
kével rajzolt kor.
E Frinti tehat az AD egyenes az ABE kort, mi-
vel az A-ndl levS szog derékszog (II1. 16. K.).
Es egyenlS a BAD szg az AEB korszeletben
B

levé szoggel — derékszog ugyanis ez is, mivel
félkorbeli (I11. 31.). Azonban a BAD szdg egyen-
16 a C-nél levs szdggel is. Az AEB korszeletbeli
szObg is egyenl§ tehdt a C-nél levdvel (1. Ax.).
C D Legyen végiil a C-nél levS sz6g tompaszog, és
‘ — amint a harmadik Abran toértént — szerkesz-

H
sziink az 4B egyenesre, az 4 ponthoz egy vele

' egyenld BAD szoget (1. 23.), és emeljiik AD-
B

\

re az AE merd6legest (I. 11.), és ismét legyen F
az AB felez6pontja (1. 10.), és emeljiik 4AB-re az
E FG merdlegest (1. 11.), és htzzuk meg GB-t.
Minthogy ismét egyenl6 AF az FB-vel, és
FG kozos (oldal), igy e két-két (oldal), AF, FG és FB, FG egyenl8;
és az AFG szog egyenl6 a BFG szbggel; az AG alap tehat egyenld a
BG alappal (1. 4.). A G kozéppontt, AG tévolsaggal rajzolt kor te-
hat B-n is at fog haladni. Haladjon mint AEB. Minthogy 4D az AE
atmérdre merGleges a végpontjaban, igy AD érinti az AEB kort (111,
16. K.). Es AB-t az A érintési pontbdl hhztuk; a BAD szdg tehat
egyenlé a masik korszeletben, AHB-ben szerkesztendd szoggel (IT1.
32.). De a BAD szog egyenld a C-nél lev§ szoggel. Az AHB kor-
szeletben levo szog is egyenls tehat a C-nél levével (1. Ax.).
Az adott 4B egyenes f0lé tehat olyan korszeletet irtunk, AHB-t,

(>
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amely a C-nél levé szoggel egyenld szoget fogad be. Eppen ezt kellett
megtenni.
I11. 34. Tétel

Vegyiink el adott kéorbdl adott egyenes vonali széget befogadé kor-
szeletet!

Legyen ABC az adott kér, a D-nél levs szog pedig az adott egyenes
vonali szég. Az ABC korbdl kell tehat az adott D-nél levs szoggel
egyenld egyenes vonali szoget befogadd korszeletet elvenni.

Huzzuk meg a B ponton 4t az ABC kor
EF érint6jét (I11. 1., I. 11. és TII. 16. K.), és & s L
szerkessziik az FB egyenesre, a rajta lev6 B D
ponthoz a D-nél levd szoggel egyenlé FBC
szoget (1. 23.). B

Minthogy tehat valamely EF egyenes €rinti A
az ABC kort, és BC-t a B érintési pontbdl
haztuk, igy az FBC szog egyenl6 a mésik £
korszeletben, BAC-ben szerkesztend6 szoggel
(I11. 32.). De FBC egyenlS a D-nél levs szoggel; a BAC korszeletben
lev8 szdg is egyenld tehat a D-nél levével (1. Ax.).

Az adott ABC korbdl tehat elvettiink egy olyan BAC korszeletet,
mely az adott D-nél levs egyenes vonali szoggel egyenld szoget fogad
be. Eppen ezt kellett megtenni.

II1. 35. Tétel

Ha egy korben két hir metszi egymdst, akkor az egyiknek a részei
dltal kozrefogott téglalap egyenld a mdsiknak a részei dltal kézrefogott
téglalappal.

Messe ugyanis egymdst az ABCD korben két hur, AC és BD, az E
pontban. Azt allitom, hogy az AF és EC altal kdzrefogott téglalap
egyenld a DE és EB iltal kozrefogott téglalappal.

Ha AC és BD a kozépponton at halad, tigy hogy E kozéppontja
az ABCD kornek, akkor nyilvanvald, hogy — mivel AE, EC, DE és
EB egyenl8k — az AE és EC kozotti téglalap is egyenlS a DE és EB
kozotti téglalappal.

Ne haladjon most AC és BD a kozépponton at, és vegyiik fol az
ABCD kor kdzéppontjat (II1. 1.) — ez legyen F —, és bocsassuk AC-re,
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illetve BD-re az FG, FH merd&legeseket (1. 12.), és huzzuk meg FB-t,
FC-t és FE-t.

Minthogy valamely a kozépponton 4t haladé FG egyenes egy nem

a kozépponton 4t haladé AC hurt derékszogben metsz, felezi is

(I11. 3.); egyenld tehdt AG a GC-vel. Minthogy

A az AC hur ketté van osztva egyenl$ részekre a

G, és nem egyenlGkre (II1. 4.) az E pontban, igy az

AE és EC 4ltal kézrefogott téglalap meg az EG ol-

B D gara négyzet egyiitt egyenlé a GC oldali négy-

zettel (IL. 5.). Adjuk hozzéjuk kozos (tagnak) az

C  FG oldalt négyzetet; igy az AE és EC kozotti

téglalap meg az EG, FG oldali négyzetek egyiitt

egyenl6k a GC meg az FG oldali négyzetekkel (2. Ax.). Viszont az

EG és FG oldalt négyzetekkel egyenld az FE oldali, a GC és FG ol-

daltiakkal pedig az FC oldala (1. 47.); igy az AE és EC kozotti tégla-

lap meg az FE oldalu négyzet egyiitt egyenld az FC oldali négyzet-

tel. De FC egyenld FB-vel; az AE és EC kozotti téglalap meg az FE
oldali négyzet egyiitt egyenl6 az FB oldald
négyzettel. Ugyanezért a DE és EB kozotti

téglalap meg az FE oldali négyzet is egyenld A D
egyiittaz FB oldalti négyzettel.* Megmutattuk,
hogy az AE és EC kozotti téglalap meg az

FE oldalii négyzet is egyiitt egyenlS az FB (/,
oldalti négyzettel; igy az AE és EC kozdtti /‘
téglalap meg az FE oldalii négyzet egyiitt A
egyenl6 a DE és EB kozotti téglalap és az FE B C

oldali négyzet dsszegével (1. Ax.). Vonjuk le

a kozos FE oldali négyzetet; igy a maradék AE és EC éltal kozrefo-

gott téglalap egyenl6 a DE és EB altal kozrefogott téglalappal (3. Ax.).
Ha tehat egy korben két hir metszi egymast, akkor az egyiknek

a részei altal kozrefogott téglalap egyenl a masiknak a részei dltal

kozrefogott téglalappal. Eppen ezt kellett megmutatni.

111. 36. Tétel
Ha egy Ioron kiviil folvesziink egy pontot, és abbol két szakasz vezet
a korhéz, amelyek koziil az egyik dtszeli a kort, a masik pedig érinti,
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akkor a teljes szeld és a koron kivili, a pont és a dombori iv kozotti
része dltal kozrefogott téglalap egyenld az érintbvel szerkesztett negy-
zettel.

Vegyiink ol ugyanis az ABC koron kiviil egy D pontot, és vezessen
D-bdl a korhoz két szakasz, DCA és DB, és DCA szelje 4t a kort,
BD pedig érintse. Azt éllitom, hogy a DA és DC 4ltal kozrefogott
téglalap egyenlS a BD oldalu négyzettel.

CA vagy a kozépponton 4t halad, vagy nem. Haladjon el8szor a
kozépponton at, €s legyen F az ABC kor kézéppontja, és hiizzuk meg
FB-t; derékszog tehat az FBD szog (111. 18.). Mint-
hogy F felezi a CA egyenest, és ehhez hozzdadodik
DC, igy a DA és DC kozotti téglalap meg az FC
oldala négyzet egyiitt egyenl az FD oldalu négy-
zettel (II. 6.). Az FD oldalii négyzettel viszont
egyenlS az FB és BD oldali négyzetek &sszege (1.
47.), igy a DA és DC kozotti téglalap meg az FB
oldalii négyzet egyiitt egyenld az FB és BD oldald
négyzetek Osszegével (1. Ax.). Vonjukle a k6z6s FB
oldali négyzetet; igy a maradék DA és DC kozotti téglalap egyenld
a BD érint8vel szerkesztett négyzettel (3. Ax.).

Most ne az ABC kor kozéppontjan 4t haladjon DCA, és vegyiik f6l
a kozéppontot, E-t (II1. 1.), és bocsassuk E-b8l C A-ra az EF merdlegest
(I. 12.), és hizzuk meg EB-t, EC-t, ED-t. Derékszog tehat az EBD szog
(I11. 18.). Es minthogy valamely, a kdzépponton 4t halads EF szakasz

egy, nem a kozépponton at haladé CA

szakaszt derékszogben metsz, felezi is azt

(IIL. 3.); AF tehat egyenlé FC-vel. Mint-

hogy az F pont felezi a CA szakaszt, és

A ehhez hozzdadédik DC, igy a DA és DC
kozotti téglalap meg az FC oldala négyzet

B egyiitt egyenld az FD oldali négyzettel
(II. 6.). Adjuk hozzijuk kozos tagnak az

EF oldalt négyzetet; igy a DA és DC kozotti téglalap meg az FC és EF
oldali négyzetek egyiitt egyenlSk az FD és EF oldalt négyzetek Gssze-
gével (2. Ax.). Az FC és EF oldalti négyzetek 0sszegével viszontegyenld
az EC oldali négyzet — derékszog ugyanis EFC (1.47.)—;az FD és EF
131

D



oldaltiak 8sszegével pedig egyenld az ED oldalu (ua.), igy a DA és DC
kozotti téglalap meg az EC oldalt négyzet egyiitt egyenld az ED ol-
dala négyzettel. EC viszont egyenld EB-vel, tehat a DA és DC kozotti
téglalap meg az EB oldali négyzet egyiitt egyenld az ED oldalii négy-
zettel. Az ED oldali négyzettel viszont egyenlS az EB és BD oldali
négyzetek Osszege — derékszog ugyanis az EBD szog (1. 47.) —, tehat
a DA és DC kozotti téglalap meg az EB oldalt négyzet egyiitt egyenld
az EB és BD oldali négyzetek osszegével (1. Ax.). Vonjuk le a kzds
EB oldalti négyzetet; igy a maradék DA és DC kozotti téglalap egyenld
a BD oldalu négyzettel (3. Ax.).

Ha tehét egy koron kiviil folvesziink egy pontot, és abbol két sza-
kasz vezet a korhoz, amelyek koziil az egyik 4tszeli a kort, a mésik
pedig érinti, akkor a teljes szel8 és a kordn kiviili, a pont és a dombora
iv kozotti része altal kozrefogott téglalap egyenlS az érintSre emelt
négyzettel. Eppen ezt kellett megmutatni.

Bl

III. 37. Tétel
Ha egy koron kivill félvesziimk egy pontot, és a pontbdl két szakasz
vezet a korhiz, amelyek kozill az egyik dtszeli a kért, a mdsik pedig
a korhoz vezet, és a teljes szeld és a koron kiviili, a pont és a dombori
iv kozotti része dltal kozrefogott téglalap
E egyenlé a mdsik szakaszra emelt négyzettel,
D akkor a mdsik szakasz érinti a kort.
Vegyiink f6l ugyanis az ABC koron kiviil
egy D pontot, és vezessen D-b8l az ABC
korhoz két szakasz, DCA é DB, és DCA
B "A  szelje 4t a kort, DB pedig vezessen a korhoz.
Legyen pedig az AD és DC kozotti téglalap
egyenl6 a DB oldali négyzettel. Azt allitom, hogy DB érinti az
ABC kort.
Huzzuk meg ugyanis az ABC kér DE érint6jét (I11. 17.), vegyiik fol
a kor kozéppontjat — ez legyen F (ITI. 1.)"-, és hiizzuk meg FE-t,
FB-t és FD-t. '
FED tehat derékszog (I11. 18.). Minthogy DE érinti az ABC kort,
DCA pedig atszeli, igy az AD és DC kozotti téglalap egyenlS a DE
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oldalt négyzettel (I11. 36.). Viszont az AD és DC kozotti téglalap a DB
oldalt négyzettel is egyenlS volt, a DE oldali négyzet tehat egyenlé
a DB oldala négyzettel (1. Ax.); egyenl6é hat DE a DB-vel. De FE is
egyenlS FB-vel, igy e két-két oldal, DE, FE és DB, FB egyenlG; és
kozos az FD alapjuk, a DEF szog tehat egyenlS a DBF szoggel (1. 8.).
DEF viszont derékszog, derékszog tehat DBF is. Es FB meghosszabbi-
tdsa egy atmérd, a kor atmérgjére a végpontjaban emelt meréleges
pedig érinti a kort (II1. 16. K.), DB tehat érinti az ABC kort. Hasonld
a bizonyitas akkor is, ha a kézéppont az AC egyenesen fekszik.

Ha tehat egy koron kiviil folvesziink egy pontot, és a pontbol két
szakasz vezet a korhoz, amelyek koziil az egyik atszeli a kort, a mésik
pedig a korhoz vezet, és a teljes szel6 és a koron kiviili, a pont és a
domborit iv kozotti része altal kozrefogott téglalap egyenld a maésik
szakaszra emelt négyzettel, akkor a masik egyenes érinti a kort,
Eppen ezt kellett megmutatni.
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Negyedik konyv

Definicidok

1. Azt mondjuk, hogy valamely egyenes vonalu alakzat be van irva
egy masik egyenes vonalu alakzatba, ha a beirt alakzat minden
szbge annak az alakzatnak egy-egy oldalat érinti, melybe beirtuk.

2. Hasonléképp azt mondjuk, hogy valamely alakzatot egy madsik
alakzat koré irtunk, ha a koréirt alakzat minden oldalan rajta van
annak az alakzatnak egy-egy szoge, amely koré irtuk.

3. Azt mondjuk, hogy egy egyenes vonali alakzatot beirtunk egy
korbe, ha a beirt alakzat minden szbge a kdrvonalon van.

4. Azt mondjuk, hogy egy egyenes vonala alakzatot kor koré irtunk,
ha a koréirt alakzat minden oldala érinti a korvonalat.

5. Hasonl6képp azt mondjuk, hogy egy kort beirtunk egy alakzatba,
ha a korvonal ennek minden egyes oldalat érinti.

6. Azt mondjuk, hogy egy kort egy alakzat koré irtunk, ha ennek
minden egyes szoge a kérvonalon van.

7. Azt mondjuk, hogy egy szakaszt raillesztettiink egy korre, ha a
végpontjai a kérvonalon vannak.

IV. 1. Tétel
Illessziink adott korre egy adott, a kor dtmérdjénél nem nagyobb
szakasszal egyenld szakaszt!
Legyen ABC az adott kor, d pedig az adott, a kor atmérdjénél nem
nagyobb szakasz. Az ABC korre kell tehat a d szakasszal egyenld
szakaszt illeszteni.

134



Htzzuk meg az ABC kor egy BC 4atmérdjét (I11. 1.). Ha BC
egyenld d-vel, kész vagyunk a feladattal, mert réillesztettitkk az ABC
korre a d-vel egyenld BC szakaszt. Ha pedig

BC nagyobb d-nél, mérjiik fol r a d-vel egyen- d
16 CE-t (1. 3.), és legyen EAF a C kozéppontu, P
CE tavolsaggal rajzolt kor; hiizzuk meg C A-t. A

Minthogy a C pont kézéppontja az EAF
kornek, CA egyenld CE-vel. Azonban CE B
egyenld d-vel; d is egyenl6 tehat C 4-val.
Az adott ABC korre tehat raillesztettiitk
az adott d szakasszal egyenls CA-t. Eppen F
ezt kellett megtenni.
FoodV: 10, 160 e Tosogc 3.1 - X71. 16,

TV 2. Tétel _

Irjunk adott korbe hdromszoget, melynek szogei egyenlk egy adott
hdromszog szdgeivel!

Legyen ABC az adott kor, DEF pedig az adott haromszog. Az
ABC korbe tehat olyan haromszoget kell irni, melynek szdgei egyen-
16k a DEF haromszog szogeivel.

Huzzuk meg az ABC kor A-n atmend GH érintGjét (II1. 1., 1. 11.,
II1. 16. K.), és szerkessziink az AH egyenesre, a rajta levé 4 ponthoz

egy DEF-fel egyenld HAC szoget (1. 23.),

E az AG egyenesre pedig a rajta levG A4

B ponthoz egy DFE-vel egyenlé GAB sz6-

bF get, és huzzuk meg BC-t.

D Minthogy az AH egyenes érinti az ABC

/63 kort, és az A érintési pontbdl huiztunk a

G korhoz egy AC szelSt, igy a HAC szdg

A H egyenl6 a masik korszeletben levé ABC

szoggel (I11. 32.). Azonban HAC egyenld

a DEF szbggel; az ABC sz0g is egyenlS tehat DEF-fel (1. Ax.). Ugyan-

igy ACB isegyenl6 a DFE szbggel, €s a maradék BAC sz6g is egyenld

EDF-fel (1. 32.). [A DEF haromszig szogeivel egyenld szogei vannak
tehat az ABC haromszognek, és az ABC korbe irtuk bele.]

135



Az adott korbe tehat haromszoget irtunk, melynek szogei egyenlSk
egy adott hdromszog szogeivel. Eppen ezt kellett megtenni.
E. IV, 11 16.: XITIE 124 13

IV. 3. Tétel

Irjunk adott kor kiré hdromsziget, melynek szogei egy adott hdrom-
szog szogeivel egyenldk!

Legyen ABC az adott kor, DEF pedig az adott haromszog. Az
ABC kor koré kell tehat olyan haromszoget irni, melynek szdgei
egyenl6k a DEF haromszog szbgeivel.

Hosszabbitsuk meg EF-et mind a két oldalon, a G, illetve H pon-
tig, és vegyiik fol az ABC koér K kozéppontjat (IT1. 1.), hizzunk

megegy tetszéleges KB szelGt, és szerkessziink

H a KB egyenesre, a rajta levé K ponthoz, egy
£ D DEG-vel egyenld BKA szoget és egy DFH-val

M egyenl§ BKC szoget (1. 23.), és huzzuk meg
A B = az A, B, C pontokon &tmend LAM, MBN,

G NCL érintSket (1. 11., III. 16. K.).
Minthogy az LM, MN, NL egyenesek érin-
C N tik az 4, B, C pontokban az ABC kért, és a
KA, KB, KC egyeneseket a K kozéppontbol
huztuk az 4, B, C pontokba, igy az 4, B és C pontokndl levS szogek
derékszogek (III. 18.). Es minthogy az AMBK négysziog négy szoge
egyiitt négy derékszoggel egyenlS — ti. mivel AMBK két hiromszogre
vaghato szét (I. 32.) —, és a KAM, KBM szogek derékszogek, igy a
tobbi szog, AKB és AMB egyiitt két derékszoggel egyenls. De DEG
meg DEF is két derékszoggel egyenld (I. 13.), igy AKB meg AMB
egyenld DEG meg DEF-fel (1. Ax.). Ezek koziil az AKB szog egyenld
DEG-vel, igy a maradék AMB sz6g egyenlé a maradék DEF-fel (3. Ax.).
Hasonléképp mutathaté meg az is, hogy az LNB sz6g egyenlé DFE-
vel; a maradék MLN szog is egyenls tehat a [maradék] EDF szbggel.
A DEF haromszogéivel egyenl6 szogei vannak tehdt az LMN harom-
szognek, €s az ABC haromszog koré irtuk.
Az adott kor koré tehat haromszdget irtunk, melynek szogei
egyenl6k egy adott hdromszog szogeivel. Eppen ezt kellett megtenni.

L
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: V. 4. Tétel

Irjunk adott hdromszogbe kort!

Legyen ABC az adott haromszdg. Az ABC héromszogbe kell
tehat kort irni.

Felezziik meg az ABC, ACB szogeket a BD, CD egyenesekkel (1. 9.),
legyen ezek metszéspontja D (1. 32., 5. P.),* és bocsdssuk D-bdl AB-re,
BC-re, illetve CA-ra a DE, DF, DG merSlegeseket (I. 12.).

Minthogy az ABD szdg egyenlé CBD-vel, és a BED derékszog is
egyenlé a BFD derékszoggel (4. P.), igy EBD és FBD két olyan
héromszog, melyben paronként egyenlS két-két szdg és egy-egy
oldal, a kéz6s BD, amelyik az egyenl§ szo-
gek egyikével szemben fekszik; tehat a tobbi
oldal is paronként egyenld (I. 26.); egyenld
tehat DE a DF-fel. Ugyanigy DG is egyenld
DF-fel. E harom szakasz tehat, DE, DF és
DG, egymassal egyenl6 (1. Ax.). A D kozép-
pontu és a DE, DF, DG tavolségok egyikével
rajzolt kor teh4t a t6bbi ponton is at fog
menni, €s érinti az AB, BC, CA egyeneseket, mivel az E, F, G
pontoknal levé szogek derékszogek. Ha ugyanis atszelné Jket,
akkor a kor atmérGjére a végpontjaban emelt mersleges a korén
beliil haladna; errél viszont megmutattuk, hogy lehetetlen (III. 16.);
nem szeli tehat 4t a D kézépponti és a DE, DF, DG tavolsagok egyi-
kével rajzolt kor az AB, BC, CA egyeneseket; érinti tehat Sket (vo.
IIL 2. D.), és az ABC hiromszigbe beirt kor lesz (IV. 5. D.). Irjuk
is be mint az FGE kort,

Beirtuk tehat az adott ABC haromszogbe az FGE kort. Eppen ezt
kellett megtenni. :

IV. 5. Tétel

Irjunk adott hdromszég koré kort!

Legyen ABC az adott haromszog. Az adott ABC haromszog koré
kell {tehat) kort irni.

Legyenek D, E az AB, AC szakaszok felezGpontjai (I. 10.), és
emeljiik a D, E pontokbdl 4B-re, illetve AC-re a DF, EF merSlegese-
ket (I. 11.). Ezek vagy az ABC haromszogon beliil, vagy a BC sza-
kaszon, vagy BC-n kiviil talalkozni fognak (5. P.).*
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Taldlkozzanak elGszor beliil, az I pontban, és htizzuk meg FB-t,
FC-t, FA-t. Minthogy AD egyenld DB-vel, DF pedig kozos (oldal)
és merGleges (az elGbbiekre), igy az AF alap egyenlé az FB alappal

(I. 4.). Hasonl6képp mutathatndnk meg,
A hogy FC is egyenld FA-val; tigyhogy FB
is egyenlé FC-vel (1. Ax.). E harom sza-

‘ kasz tehat, F4, FB és FC egyenls egy-
C massal. Az F kozépponta és az FA, FB,
B A FC tavolsagok egyikével rajzolt kor tehat
a tobbi ponton is it fog menni, és az ABC

hiromszog koré irt kor lesz. Irjuk is koré

C

A
BINE
B C mint az ABC koért.
Taldlkozzanak most DF és EF a BC

szakaszon az F pontban, mint a masodik

abran, és huzzuk meg AF-et. Hasonl6képp mutathatnank meg, hogy
az I’ pont kozéppontja az ABC haromszog koré irt kornek.

Taldlkozzanak most DF és EF az ABC haromszogon kivill az F
pontban, mint a harmadik dbrdn, és htizzuk meg AF-et, BF-et, CF-et.
Minthogy ismét egyenl§ AD a DB-vel, DF pedig kozos (oldal) és
merGleges (az el8bbiekre), igy az AF alap egyenl6 a BF alappal
(I. 4.). Hasonloképp mutathatnank meg, hogy CF is egyenls AF-fel;
tgyhogy BF is egyenl8 CF-fel (1. Ax.). Az F kozéppontt és az FA,
I'B, FC tavolsagok egyikével rajzolt kor tehat a tobbi ponton is at
fog menni, és az ABC haromszog koré irt kor lesz.

Az adott hiaromszog koré tehat kort irtunk. Eppen ezt kellett
megtenni.

F. 1 IV: 10550 23;

[Kivetkezmény |

Nyilvanval6 az is, hogy ha a kor kozéppontja a hiromszog bel-
sejébe esik, akkor a BAC szog félkdrnél nagyobb szeletben 1évén kisebb
egy derékszognél; és ha a BC szakaszra esik a kozéppont, akkor a
BAC szog félkorben 1évén derékszog; ha pedig a kor kozéppontja a
haromszogon kiviilre esik, akkor a BAC szog félkornél kisebb szelet-
ben 1évén nagyobb egy derékszognél (I11. 31.). [Ugyhogy ha az adott
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sz0g derékszognél kisebb, akkor DF és EF a haromszog belsejében
taldlkoznak, ha derékszog, akkor BC-n, ha pedig derékszégnél na-
gyobb, akkor BC-n kiviil. Eppen ezt kellett megmutatni.]

F. - IVis10;

IV. 6. Tétel

Irjunk adott korbe négyzetet!

Legyen ABCD az adott kor. Az ABCD kérbe kell tehat négyzetet
irni.

Huzzuk meg az ABCD kor két egymasra merlleges aAtmérdjét,
AC-t és BD-t (I11. 1., L. 11.), és hizzuk meg 4B-t, BC-t, CD-t, DA-t.

Minthogy BE egyenlé ED-vel — E ugyanis kozéppont —, EA pedig
kozos (oldal) és merdleges (az eldbbiekre), igy
az AB alap egyenl6 az AD alappal (I. 4.). A
Ugyanigy mind a két BC, CD oldal egyenld
AB és AD barmelyikével; egyenl6 oldalt tehat
az ABCD négyszdg. Azt 4llitom, hogy derék- B D
szOgli is. Minthogy ugyanis a BD szakasz at-
mérGje az ABCD kornek, BAD félkor; derékszog
tehat a BAD szog (I11. 31.). Ugyanigy az ABC, C:

BCD, CDA szogek mindegyike is derékszog;
derékszogii tehat az ABCD négyszog. Viszont megmutattuk azt is,
hogy egyenl oldalti; négyzet tehat. Es az ABCD kérbe irtuk bele.

Az adott kérbe tehat beirtuk az ABCD négyzetet. Eppen ezt
kellett megtenni.

F.: XIL 2., 10-12.

IV. 7. Tétel

frjunk adott kor kiré négyzetet!

Legyen ABCD az adott kor. Az ABCD kor koré kell tehadt négyzetet
irni.

Huzzuk meg az ABCD kor két egymdsra merSleges atmérgjét,
AC-t és BD-t (I1L. 1., I. 11.), és az 4, B, C és D pontokon 4t huiz-
zuk meg az ABCD kor FG, GH, HK és KF érintéit (1. 11., III.
16. K.).

Minthogy tehat FG érinti az ABCD kort, és az FA egyenest az
E kozéppontbdl az A érintési pontra illesztettiik, igy az A-nal levd
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szogek derékszogek (II1. 18.). Ugyanigy a B-nél, C-nél és D-nél levd

szogek is derékszogek. Minthogy az AEB szdg derékszog, és EBG

is derékszog, igy GH parhuzamos AC-vel (I. 28.). Ugyanigy FK-val

is parhuzamos AC, ugyhogy GH is parhuzamos FK-val (I. 30.).

Hasonl6képp mutathatnidnk meg azt is, hogy mind a két GF, HK

egyenes parhuzamos BED-vel. Paralelogrammak

G A F  tehit a GK, GC, AK, FB és BK alakzatok, igy

egyenld GF a HK-val, GH pedig FK-val (1. 34.).

/ E\ Minthogy AC egyenlé BD-vel, valamint AC

D egyenls mind a két GH, FK, BD pedig mind a

\ / két GF, HK szakasszal, [és igy GH és FK mind-

ketten egyeniSk mind a két GF, HK szakasszal,]

H C K igy egyenl8 oldalt az FGHK négyszog. Azt alli-

tom, hogy derékszogli is. Minthogy ugyanis

GBEA paralelogramma, és AEB derékszbg, igy AGB is derékszog

(I. 34.). Hasonloképp mutathatnink meg, hogy a H-nal, K-ndl és

F-nél, lev8 szogek is derékszogek. Derékszogli tehdt FGHK. De

megmutattuk, hogy egyenl§ oldalii is; négyzet tehat (I. 22. D.),
és az ABCD kor koré irtuk.

Az adott kor koré tehat négyzetet irtunk. Eppen ezt kellett meg-

tenni.
F.: XII. 10-11.

B

IV. 8. Tétel

Irjunk adott négyzetbe kort!

Legyen ABCD az adott négyzet. Az ABCD négyzetbe kell tehat
kort irni.

Legyen E és F az AD, illetve AB felezGpontja (I. 10.), és hizzuk
E-n 4t mind a két 4B, CD egyenessel parhuzamosan EH-t (1. 31.,
30.), F-en at pedig huizzuk mind a két 4D, BC egyenessel parhuzamo-
san FK-t. Paralelogramma tehat az 4K, KB, AH, HD, AG, GC, BG
és GD alakzatok mindegyike, és a szemkoézti oldalaik nyilvan egyen-
16k (I. 34.). Minthogy 4D egyenl8 AB-vel, és AD-nek fele része AE,
AB-nek pedig fele része AF, igy AE is egyenlG AF-fel (6. Ax.), igyhogy
a szemkozti oldalak is egyenlSk, egyenld tehat FG is GE-vel. Hasonlo-
képp mutathatndnk meg, hogy GH és GK is mindketten egyenlSk
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mind a két FG, GE szakasszal; e négy szakasz tehat, GE, FG, GH ¢és
6K egymassal egyenl6. A G kozéppontu és a GE. GF, GH és GK
tavolsdgok egyikével rajzolt kor tehat a tobbi
ponton is 4t fog menni, és érinteni fogja az A E D
AB, BC, CD és AD egyeneseket, mivel az
E-nél, F-nél, H-nal és K-nal levS szdgek derék- / G\
szogek. Ha ugyanis a kor 4tszelné az 4B, F
BC, CD, AD egyeneseket, akkor a kor at-
mérGjére a végpontjdban emelt merdleges a
koron beliil haladna; err8l viszont megmutat- S H C
tuk, hogy nem lehetséges (III. 16.). A G kozép-
pontt és a"GE, GF, GH, GK tavolsagok egyikével rajzolt kor tehat
nem szeli 4t az AB, BC, CD, AD egyeneseket. Erinti tehat Gket,
és az ABCD korbe lesz beirva.

Az adott négyzetbe tehat kort irtunk, Eppen ezt kellett megtenni,

K

IV. 9. Tétel

Irjunk adott négyzet koré kort!

Legyen ABCD az adott négyzet. Az ABCD négyzet koré kell tehat
kort irni.

Hiizzuk meg AC-t, BD-t, és messék egymést E-ben.

Minthogy DA egyenl8 AB-vel, AC pedig k6zds (oldal), e két-két
oldal, DA, AC és AB, AC paronként egyenl8; és a DC alap egyenld
a BC alappal; a DAC szdg tehit egyenl8 a
BAC szoggel (1. 8.); AC tehat felezi a DAB
szoget. Hasonl6képp mutathatnink meg, hogy
az ABC, BCD, CDA szbgek mindegyikét is
felezik az AC, BD egyenesek. Minthogy a DAB
B D sz0g egyenlé ABC-vel, és DAB- nek fele része

az EAB szdg,” ABC-nek pedig fele része az EBA

sz0g, igy az EAB sz0g is egyenld EBA-val (6.

C Ax.), tigyhogy az EA oldal is egyenld az EB

oldallal (I. 6.). Hasonl6képp mutathatnank meg,

hogy az EA, EB szakaszok mindketten egyenl6k'EC és’ ED mind-
egyikével. E négy szakasz tehit, EA4, 'EB, EC és ED egyenl6 egy-
méssal. Az E kozépponti és az EA, EB, EC, ED tavolsigok egyiké-
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vel rajzolt kor tehat a tébbi ponton is 4t fog menni, és az ABCD
négyzet koré lesz frva. Irjuk is koré mint az ABCD kort.

Az adott négyzet koré tehat kort irtunk. Eppen ezt kellett meg-
tenni,

IV. 10. Tétel

Szerkessziink egyenlé szdrii haromszoget, melynek az alapon fekvd
mindkét szoge kétszerese a harmadiknak !

Vegyiink fol egy AB szakaszt, és osszuk ugy ketté a C pontban,
hogy az AB és BC Aaltal kozrefogott téglalap egyenld legyen a
CA oldali négyzettel (II. 11.); és legyen BDE az A kozépponti,
AB tavolsdggal rajzolt kor, és illessziink a BDE korre egy, a BDE
kor atmérGjénél nem nagyobb AC szakasszal egyenl6 BD szakaszt
(IV. 1.); huzzuk meg AD-t, DC-t, és irjuk az ACD haromszog koré
az ACD kort (IV. 5.).

Minthogy az AB és BC kozotti téglalap egyenld az AC oldald
négyzettel, AC viszont egyenl6 BD-vel, igy az AB és BC kozotti
téglalap egyenld a BD oldali négyzettel.
Minthogy az ACD koéron kiviil folvettiink
egy B pontot, €s B-bdl két szakasz vezet az
ACD korhdz, BA és BD, amelyek koziil az
egyik atszeli, a masik pedig a korhoz vezet,
és az AB és BC kozotti téglalap egyenléa BD
oldali négyzettel, igy BD érinti az ACD
kort (IT1. 37.).

Minthogy tehat BD érints, €s a D érintési
pontbol huztuk DC-t, igy a BDC szbg egyenl6 a masik korszelet-
ben lev6 DAC széggel (111, 32.). Miutidn a BDC szbg egyenlé DAC-
vel, adjuk hozzjuk k6z6s (tagnak) CDA-t; igy a teljes BDA szog
egyenl§ e kettd, CDA és DAC osszegével. Azonban a CDA és DAC
Osszegével egyenld a BCD kiils6 szog (1. 32.); BDA is egyenl§ tehat
a BCD szoggel. Viszont a BDA szog egyenld CBD-vel, mivel az
AD oldal is egyenl6 AB-vel (I. 5.); ugyhogy a DBA(=CBD) szog
is egyenld BCD-vel. E hdarom szdg tehat, BDA, DBA, BCD egyenld
egymassal. Es minthogy a DBC szog egyenlé BCD-vel, a BD oldal
is egyenlé a DC oldallal (I. 6.). BD viszont feltétel szerint egyenlé
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AC-vel, AC is egyenl§ tehat DC-vel; ugyhogy a CDA szbg is egyen-
18 DAC-vel (1. 5.); CDA és DAC egyiitt tehat kétszerese a DAC szdg-
nek. A BCD szog viszont egyenlé CDA meg DAC Gsszegével; BCD
is kétszerese tehat a CAD szognek. BCD egyenlé mind a két BDA,
DBA szoggel; kétszerese tehat mind a két BDA, DBA szog DAB-
nek.

Megszerkesztettiik tehat az ABD egyenl6 szari haromszoget, mely-
nek mind a két a DB alapon fekvd szoge kétszerese a harmadiknak.
Eppen ezt kellett megtenni.

1858 1IN, dlik

BV 1] Tetel

Irjunk adott kérbe egyenld oldali és egyenlé szogli tszdget!

Legyen ABCDE az adott kor. Az ABCDE korbe kell tehét egyenld
oldalu €s egyenld szogili otszbget irni.

Vegyiink {6l egy FGH egyenlS szaru haromszdget, melynek mind
a két, G-nél és H-nal fekv8 szoge kétszerese az F-nél fekvének (1V.
10.), és irjunk az ABCDE korbe egy ACD haromszoget, melynek
szogei egyenlSk az FGH haromszog szogeivel tigy, hogy az F-nél levé
sz0g egyenld legyen a CAD, a két G-nél és H-nal fekvs szog pedig
egyenld legyen a két, ACD, CDA szoggel (IV. 2.). Kétszerese tehat
mind a két, ACD, CDA szog CAD-nek. Felezziik meg a két ACD,
CDA szdget a két, CE, DB egyenessel (1. 9.), és huzzuk meg AB-t,
BC-t, [CD-t,] DE-t és EA-t. A

Minthogy tehat mind a két, ACD,
CDA szog kétszerese CAD-nek, €s a
CE, DB egyenesek felezik &ket, igy B 3
ezen Ot szog, DAC, ACE, ECD, CDB
és BDA egyenlG egymassal. Egyenld
szogek viszont egyenlG iveken nyug- c D
szanak (III. 26.), ezen 6t koriv tehat, H
AB, BC, CD, DE & EA jegyenl6 G
egyméassal. Egyenld ivekhez viszont egyenlé hurok tartoznak
(IT1. 29.), ezen Ot szakasz tehat, AB, BC, CD, DE és EA egyenlo
egymassal; egyenlS oldalt tehat az ABCDE Otszog. Azt dllitom, hogy
egyenld szogill is. Minthogy ugyanis az 4B iv egyenld a DE ivvel,
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adjuk hozzajuk kozos tagnak a BC'D ivet; igy a teljes ABCD iv egyenl6
a teljes EDCB ivvel. Es az AED szog az ABCD iven nyugszik, a BAE
szdg pedig az EDCB iven; a BAE szog is egyenlS tehdt AED-vel
(III. 27.). Ugyanigy az ABC, BCD, CDE szbgek mindegyike is egyenld
mind a két, BAE, AED szoggel; egyenl$ szogl tehat az ABCDE
Otszog. De megmutattuk azt is, hogy egyenld oldalq.

Beirtunk tehat egy adott korbe egy egyenlS oldalt és egyenld szogii
otszoget. Eppen ezt kellett megtenni.

E.: V.42, 16 XTI 16.

IV. 12. Tétel

Irjunk adott kér koré egyenld oldahi és egyenl szogii Gtszoget!

Legyen ABCDE az adott kor. Az ABCDE kor koré kell (tehat)
egyenld oldalt €s egyenls szogli Gtszdget irni.

Tekintsiik az 4, B, C, D és E pontokat a beirt 6tszog szogpontjai-
nak (IV. 11.), ugyhogy legyenek egyenlék az AB, BC, CD, DE és EA
korivek. Huzzuk meg a kor 4-n, B-n, C-n, D-n és E-n &tmend GH, HK,
KL, LM és MG érint6it (I11. 1., I. 11., III. 16. K.), és vegyiik {6l az
ABCDE koér F kozéppontjat (II1. 1.), és htizzuk meg FB-t, FK-t, FC-t,
FL-t, FD-t.

Minthogy a KL egyenes érinti az ABCDE kért a C pontban, és
FC-t az F kozéppontbdl illesztettiik a C érintési pontra, igy FC mers-

leges KL-re (II1. 18.); derékszog tehdt mind

G a két C-nél levs sz6g. Ugyanigy a B és D

A /- pontokndl levé szogek is derékszégek. Mint-
hogy az FCK szbg derékszdg, az FK oldald

H M négyzet egyenld az FC, CK oldali négyzetek
osszegével (I. 47.). Ugyanigy az FB és BK ol-

B D dali négyzetek Osszegével is egyenl§ az FK
oldalu, ugyhogy az FC, CK oldali négyzetek

K C L egyenlSk az FB, BK oldaliak osszegével. Ko-
ziiliikk az FC oldalt egyenl6 az FB oldaliival,

a maradék CK oldalu tehat egyenl8 a BK oldalival. Egyenld tehat
BK a CK-val.* Minthogy FB egyenld FC-vel, és FK ko6zos (oldal),
igy e két-két oldal, FB, FK és FC, FK (paronként) egyenlS, a BFK
szog tehat egyenlé KFC-vel, a BKF szog pedig FKC-vel (I. 8.);
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kétszerese tehat a BFC szdg KFC-nek, a BKC szog pedig FKC-
nek. Ugyanigy a CFD szbg is kétszerese CFL-nek, a DLC szbg pedig
FLC-nek. S minthogy a BC iv egyenl6 a CD ivvel, egyenl6 a BFC szog
is a CFD szoggel (I11. 27.). S a BFC sz6g kétszerese a KFC, a DFC szog
pedig az LFC szdgnek; egyenld tehat a KFC és az LFC szogis (6. Ax.).
Egyenl§ még az FCK szdg is FCL-lel, igy FKC és FLC két olyan
hiromszég, melyben paronként egyenlé két-két szog és egy-egy
oldal, a k6z6s FC; tehat a tobbi oldal is paAronként egyenld és a har-
madik szog is (1. 26.); egyenl6 tehat a KC szakasz CL-lel, az FKC sz6g
pedig FLC-vel. Minthogy KC egyenl6 CL-lel, kétszerese KL a KC-nek.
Ugyanigy mutathatnidnk meg, hogy HK is kétszerese BK-nak. S BK
egyenl6 KC-vel, HK is egyenlS tehat KL-lel (5. Ax.). Hasonl6képp
mutathatnank meg azt is, hogy a HG, GM, ML szakaszok mindegyike
egyenld mind a két, HK, KL szakasszal; egyenl§ oldali tehat a
GHEKLM o6tszog. Azt allitom, hogy egyenld szogii is. Minthogy ugyanis
az FKC szog egyenld FLC-vel, és megmutattuk, hogy FKC-nek két-
szerese a HKL, FLC-nek pedig a KLM szog, igy a HKL szog is egyenld
KLM-mel (5. Ax.). Hasonl6képp mutathatnank meg azt is, hogy a
KHG, HGM, GML szbégek mindegyike egyenlé mind a két, HKL,
KLM szbggel; ezen 6t szog tehat, GHK, HKL, KLM, LMG és MGH
egyenl6 egymassal. Egyenld szogii tehat a GHKLM 6tszog. De meg-
mutattuk, hogy egyenl$ oldald is, és az ABCDE kor koré irtuk.

(Az adott kor koré tehdt egyenl6 oldali és egyenld szogli 6tszoget
irtunk.) Eppen ezt kellett megtenni.

IV. 13. Tétel

Irjunk adott egyenlé oldalii és egyenls szogli otszégbe kirt!

Legyen ABCDE az adott egyenlS oldali és egyenld szogli 6tszog.
Az ABCDE 6tszogbe kell tehat kort irni.

Felezziik meg a két, BCD, CDE szbget a két, CF, DF egyenessel
(I. 9.), és az F pontbél, amelyben taladlkoznak egymassal a CF, DF
egyenesek, hizzuk meg az FB, FA, FE egyeneseket. Minthogy BC
egyenld CD-vel, CF pedig kozos oldal, igy e két-két oldal, BC, CF és
CD, CF (paronként) egyenls; és a BCF szég egyenlS a DCF szoggel;
igy a BF alap egyenl8 a DF alappal, és a BCF haromsz6g egyenld a
DCF haromszdggel, és a tobbi szog is paronként egyenlS, amelyekkel
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szemben az egyenl6 oldalak fekszenek (I. 4.); egyenld tehat a CBF

szog CDF-fel. Minthogy a CDE szdg kétszerese CDF-nek, és a CDE

szdg egyenlé ABC-vel, a CDF szdg pedig CBF-fel, az ABC szbg is

kétszerese CBF-nek; egyenl6 tehat az ABC szog CBF-fel. Az ABC

szoget tehat felezia BF egyenes. Hasonloképp

A mutathatndnk meg azt is, hogy a két BAE,

AED szoget felezi a két FA, FE egyenes. Bo-

G M csassuk az F pontbdl az AB, BC, CD, DE,

B i illetve EA egyenesekre az FG, FH, FK, FL,

FM merdlegeseket (1. 12.). Minthogy a HCF

H L szog egyenl6 a KCF szOggel, és az FHC derék-

szog egyenl6 az FKC [derék]szoggel, igy FHC

TR0 és FKC két olyan haromszog, melyben paron-

ként egyenld két-két szog és egy-egy oldal, a

kozos FC, mely az egyenl szogek egyikével

szemben fekszik; tehat a tobbi oldal is paronként egyenld (I. 26.);

egyenlé tehat az FH merdleges az FK merGlegessel. Hasonloképp

mutathatnank meg aztis, hogy az FL, FM, FG szakaszok mindegyike

egyenl6 mind a két, FH, FK szakasszal; ezen ot szakasz tehat, FG, FH,

FK, FL és FM egyenlG egymaéssal. Az F kozépponti és az FG, FH, FK,

FL, FM tavolsigok egyikével rajzolt kor teh4t a tobbi ponton is

at fog menni, és érinti az AB, BC, CD, DE, EA egyeneseket, mivel a

G, H, K, L és M pontoknal levs szogek derékszdgek. Ha ugyanis nem

érintené, hanem 4tszelné Sket, akkor az adédnék, hogy a kor atmérd-

jére a végpontjaban emelt merSleges a koron beliil halad; errél vi-

szont megmutattuk, hogy képtelenség (IIL. 16.). Nem szeli 4t tehét

az F kozéppontt és az FG, FH, FK, FL és FM tavolsadgok egyikével

rajzolt kor az AB, BC, CD, DE, AE egyeneseket; érinti tehat Gket.
Rajzoljuk is meg mint a GHKLM kort.

Az adott egyenlG oldali és egyenlS szogili OtszOgbe tehat kort

irtunk bele. Eppen ezt kellett megtenni.

IV. 14. Tétel
Trjunk adott egyenld oldalii és egyenld szégii Gtszog koré kort!
Legyen ABCDE az adott egyenl oldalu és egyenlG szogli Otszog.
Az ABCDE 6tsz6g koré kell tehat kort irni,

146



Felezziik meg a két, BCD, CDE szoget a két CF, DF egyenessel
(L. 9.), és az F pontbdl, melyben talalkoznak az egyenesek, illessziik a
B, A, E pontokra az FB, FA, FE egyeneseket. Az e€l8z6 tételhez hason-
léan mutathatnank meg, hogy a CBA, BAE, AED szbgeket szintén
felezik az FB, FA, FE egyenesek. S minthogy a BCD szdg egyenld
CDE-vel és BCD-nek fele az FCD sz6g, CDE-
nek pedig fele a CDF sz6g, az FCD szog is A
egyenlS CDF-fel; igyhogy az FC oldal is egyenld
az FD oldallal (I. 6.). Hasonléképp mutathat- B E
nank meg azt is, hogy az FB, FA, FE szakaszok
mindegyike egyenlS mind a két, FC, FD szakasz-
szal. Ezen 6t szakasz tehat, F4, FB, FC, FD és
FE egyméssal egyenl6. Az F kozéppontu és az & D
FA, FB, FC, FD, FE tavolsagok egyikével
rajzolt kor tehat a tobbi ponton is at fog menni és koréirt kor lesz.
Irjuk is koré, és ez legyen az ABCDE Kor.

Az adott egyenlS oldald és egyenl8 szogii 6tszog koré tehat kort
irtunk. Eppen ezt kellett megtenni.

F.: XIII 8., 18. L.

IV. 15. Tétel

Irjunk adott kirbe egyenld oldalii és egyenld szogii hatszoget!

Legyen ABCDEF az adott kor. Az ABCDEF korbe kell tehat egyenlé
oldalu és egyenld szogii hatszbget irni.

Huzzuk meg az ABCDEF kor AD atmérgjét, és vegyiik fol a kor
G kozéppontjat (I11. 1.), és legyen EGCH a D kézéppontu, DG tavol-
sdggal rajzolt kor, s huzzuk meg az EG, CG egyeneseket, és hosszab-
bitsuk meg Sket a B, F pontokig, és huzzuk meg az AB, BC, CD, DE,
EF, FA egyeneseket. Azt allitom, hogy az ABCDEF hatszog egyenld
oldalu és egyenld szogii.

Minthogy a G pont kozéppontja a ABCDEF kornek, egyenl GE
GD-vel. Ismét, minthogy a D pont kozéppontja a GCH kornek,
egyenl6 DE a DG-vel. De megmutattuk, hogy GE egyenl GD-vel:
GE is egyenld tehat DE-vel. Egyenld oldala tehdt az EGD haromszog,
és a harom szdge, EGD, GDE és DEG egyenl$ egyméssal, minthogy az
egyenld szarii hdromszogeknek az alapon fekvS szdgei egyenlSk
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egymassal (I. 5.). A haromszog hdrom szoge egyiitt két derékszoggel
egyenl$ (I. 32.), az EGD szog tehat harmadrésze két derékszognek.
Hasonloképp mutathatndnk meg, hogy DGC is harmadrésze két
derékszognek. Minthogy a CG egyenes az EB egyenesen 4llvan egymas
mellett egyiitt két derékszoggel egyenls szogeket alkot, EGC-t és
CGB-t (I. 13.), igy a maradék CGB szdg is
harmadrésze két derékszognek. Az EGD, DGC,
CGB szbgek tehat egyenlSk egymassal, igyhogy
a csticsszogeik, BGA, AGF és FGE is egyenl6k
[az EGD, DGC, CGB szbgekkel]. E hat szog te-
hit, EGD, DGC, CGB, BGA, AGF és FGE
egyenlé egymassal. Egyenlé szogek viszont
egyenld iveken nyugszanak (IIL. 26.), e hat koriv
tehat, AB, BC, CD, DE, EF és FA egyenlG egy-
massal. Egyenl8 ivekhez viszont egyenl8 hirok
tartoznak (III. 29.), a hat hur tehat egyenl§
egymadssal és az ABCDEF hatszog egyenld oldala. Azt llitom, hogy
egyenl6 szogli is. Valéban, az FA koriv egyenld az ED korivvel.
Adjuk hozzajuk k6zos (tagnak) az ABCD ivet, igy a teljes FABCD
iv egyenl§ a teljes EDCBA ivvel. Az FABCD iven az FED szdg nyug-
szik, az EDCBA iven pedig az AF szdg, egyenld tehat az AFE szog
DEF-fel (I11. 27.). Hasonléképp mutathatnank meg, hogy az ABCDEF
hatsz6g tobbi szoge is egyenként egyenld mind a két, AFE, FED
szoggel; egyenls szogli tehat az ABCDEF hatszég. De megmutattuk,
hogy egyenlS oldalu is, és az ABCDEF koérbe irtuk bele.

Az adott korbe tehat egyenl§ oldali és egyenld szogli hatszoget
irtunk. Eppen ezt kellett megtenni.

Kovetkezmény

Ebb6l mar nyilvanvald, hogy a hatszdg oldala egyenl§ a kor sugara-
val.

Az 0tszog esetéhez hasonléan, ha a koron levé osztispontokon at
érintSket huizunk a kérhoz, akkor — az 6tszognél mondottak minta-
jara (IV. 12.) — a kor koré irt egyenl8 oldali és egyenl§ szogii hatszog
keletkezik. Végiil hasonléképp, mint az 6tszog esetében, adott hat-
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szOgbe, illetve koréje kort irhatunk (IV. 13-14.). Eppen ezt kellett

megtenni.
F.o XTI 9., 10 1206 18

IV. 16. Tétel

Irjunk adott kirbe egyenld oldalti és egyenld szogii tizendtszéget!

Legyen ABCD az adott kdr. Az ABCD korbe kell tehat egyenld
oldald és egyenld szogii tizenotszoget irni.

Rajzoljuk meg az ABCD korben a beleirt egyenld oldalii harom-
szognek egy AC, a beleirt egyenlS oldala 6tszognek pedig egy AB
oldalat (IV. 2., 11.). Ha az ABCD korvonalat tizentt egyenlG részre
osztjuk, ezek koziil az ABC iv harmadrésze
lévén a korvonalnak, ot részt tesz ki, az AB A
iv pedig, oOtodrésze lévén a koérvonalnak,
h4drom részt; a maradék BC iv tehat két
egyenlG részt tesz ki. Legyen E a BC iv
felez8pontja (III. 30.): igy mind a két, BE, E
EC iv tizenttodrésze az ABCD korvonalnak.,

Ha teh4at meghuzzuk a BE, EC szakaszo- C D
kat, és az ABCD korben folytatélagosan
folmériink ezekkel egyenlS hurokat (IV. 1.),
megkapjuk a korbe irt egyenlS oldali és egyenld szogii tizendtszoget,
Eppen ezt kellett megtenni.

v3)

Az 0tszog esetéhez hasonléan, ha a koron levd osztdspontokon 4t
érintGket hiizunk a korhoz, akkor a kor koré irt egyenlS oldalt és
egyenlG szogli tizenotszog keletkezik (IV. 12.). Végiil hasonlé meg-
fontolasok alapjan, mint az Otszognél, adott tizenotszdgbe, illetve
koréje kort frhatunk (IV. 12., 13.). Eppen ezt kellett megtenni.
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Otsdik konyv

Definicidok

1. Egy kisebb mennyiség egy nagyobbnak része, ha osztja* a na-
gyobbat.
2. Egy nagyobb mennyiség egy kisebbnek tobbszdrdse, ha a kisebb
osztja.*
3. Az ardny két egynemii* mennyiség nagysigbeli viszonya.
4. Mennyiségek egyméshoz viszonyitott ardnyar6l akkor beszé-
liink, ha az egyik tobbszorose meghaladhatja a masikat (V. 10.).*
5. Azt mondjuk, hogy mennyiségek ugyanazon aranyban éllnak, az
els6 a masodikkal és a harmadik a negyedikkel, ha az els6nek
és a harmadiknak ugyanannyiszorosai a mésodik és a negyedik
ugyanannyiszorosainal, barhdnyszoros is a tobbszorozés, paron-
ként vagy egyszerre nagyobbak, vagy egyszerre egyenlSk, vagy
egyszerre kisebbek megfelelGen parositva Sket.*
6. Az ugyanazon ardnyi mennyiségeket ardnyosaknak nevezziik.
7. Ha az ugyanannyiszorosok koziil az elsé mennyiség egy t6bbszo-
rose nagyobb a masodik egy tobbszorosénél, a harmadiké
viszont nem nagyobb a negyedikénél, akkor azt mondjuk, hogy
az els6 és a masodik mennyiség ardnya nagyobb, mint a harmadi-
ké és a negyediké.*
8. Aranyossag legkevesebb hirom tag esetén allhat fonn.*
9. Ha hirom mennyiség aranyos, azt mondjuk, hogy az elsG a
harmadikkal a masodikhoz viszonyitva kétszeres aranyban all.*
10. Ha négy mennyiség ardnyos, azt mondjuk, hogy az els8 a negye-
dikkel a masodikhoz viszonyitva hdromszoros ardnyban (XI. 33.)
all, és igy tovabb mindig aszerint, hogy milyen az ardnyossag.*
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11. Megfelel6 mennyiségeknek mondjuk kiilon-kiilon az el§tagokat
és az utdtagokat.

12. Felcserélt ardny az elStagnak elGtaghoz és utétagnak utétaghoz
valé viszonyitdsa.*

13. Forditott ardny az utdétagnak elGtagként az el8taghoz mint uté-
taghoz valé viszonyitdsa.*

14, Az ardny Osszetétele az elG- és utdtag Osszegének ugyanazon utéd-
taghoz valé viszonyitasa.*

15. Az ardny szétbontidsa a tobbletnek, mellyel az elStag tébb az
utétagnél, ugyanazon utdtaghoz vald viszonyitdsa.*

16. Az arany folforgatisa az el6tagnak a tébblethez vald viszonyi-
tasa, mellyel az elGtag tobb az utétagnal. *

17. EgyenlGség révén val6 arany 4ll fonn, ha van tobb mennyiség és
ugyanannyi masik, hogy kettesével mindig ugyanabban az arény-
ban 4llnak, s ekkor az elsé csoportban az elsé ugy ardnylik az
utols6hoz, mint a méasodikban; méasképp szolva: a széls6 tagok
egyméshoz val6 viszonyitdsa a kozépsSk kihagyasaval.*®

18. Keresztez6d6 az ardnyossag, ha van harom mennyiség és ugyan-
annyi masik, és torténetesen az els§ csoportban az elsé a masodik-
hoz tigy aranylik, mint a mésodik csoportban, és az els§ csoport-
ban a masodik a harmadikhoz {igy ar4dnylik, mint a mé4sodikban
a harmadik az els6hoz.*

V. 1. Tétel

Ha valahdny mennyiség ugyanannyi mdsiknak pdronként ugyan-
annyiszorosa, akkor annyiszorosa lesz az elsé mennyiségek dsszege a
mdsikak dsszegének, ahdnyszorosa az egyik elsé mennyiség egy (meg-
felelé) mdsiknalk.*

Legyenek AB és CD a valahdny mennyiség, mely ugyanannyi masik
mennyiségnek, e-nek €s f-nek paronként ugyanannyiszorosa. Azt 4l-
litom, hogy ahdnyszorosa AB az e-nek, annyiszorosa AB meg CD az
e meg f-nek. Minthogy ugyanis ugyanannyiszorosa AB az e-nek,
mint CD az f-nek, ahdny e-vel egyenld

mennyiség van AB-ben, annyi f-fel egyen- G H
16 van CD-ben. Osszuk f6l AB-t az evel A~ 7D

egyenlé AG, GB, CD-t pedig az ffel g +— fr—
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egyenl6 CH, HD mennyiségekre; ekkor az 4G, GB mennyiségek
szama** egyenld lesz a CH, HD mennyiségek szamaval. S minthogy
AG egyenl8 e-vel,. CH pedig f-fel, egyenl6 AG az e-vel és AG
meg CH az e meg f-fel. Ugyanigy egyenl6 GB az e-vel és GB meg
HD az e meg f-fel. Ahdny e-vel egyenlS mennyiség van tehat 4B-ben,
annyi e meg f-fel egyenl8 van AB meg CD-ben; ahdnyszorosa tehat
AB az e-nek, annyiszorosa lesz AB meg CD is az e meg f-nek.

Ha tehat valahany. . . Eppen ezt kellett megmutatni.

BV, Diade 12

V. 2. Tétel

Ha egy elsé mennyiség egy mdsodiknak ugyanannyiszorosa, mint
egy harmadik egy negyediknek, és egy étodik a mdsodiknak ugyan-
annyiszorosa, mint egy hatodik a negyediknek, akkor az elsé és az
otodik osszege ugyanannyiszorosa lesz a mdsodiknak, mint a harmadik
meg a hatodik a negyediknek.*

Legyen ugyanis azels6 mennyiség,i4B a médsodiknak, ¢-nek ugyan-
annyiszorosa, mint a harmadik, DE, a negyediknek, fnek, és legyen az
6tédik BG a méasodik c-nek ugyanannyiszorosa, mint a hatodik EH
a negyedik f-nek. Azt allitom, hogy az elss és az 6todik Osszege, AG,
a méasodik c-nek ugyanannyiszorosa, mint a harmadik meg a hatodik,
DH, a negyedik f-nek.

Minthogy ugyanis ugyanannyiszorosa 4B a c-nek, mint DE az f-
nek, ahdny c-vel egyenld mennyiség van 4B-ben, annyi f-fel egyenld

van DE-ben. S ugyanigy ahdny c-vel egyenld
B G mennyiség van BG-ben, annyi f-fel egyenl6
A +—+—+—+—+— van EH-ban. Ahany c-vel egyenl8 mennyiség
van tehat a teljes AG-ben, annyi f-fel egyenl8
van a teljes DH-ban; ahanyszorosa tehit AG
E H  a cnek, annyiszorosa lesz DH is f-nek. Az
D els és az 6todik Osszege, AG, ugyanannyiszo-
Fia oy rosa lesz tehat a masodik c-nek, mint a har-
madik meg a hatodik, DH, a negyedik f-nek.

Hatehategy... Eppen ezt kellett megmutatni.

F:oNE8E-6c A
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V. 3. Tétel

Ha egy elsé mennyiség egy masodiknak ugyanannyiszorosa, mint egy
harmadik egy negyediknek, és vessziik ugyanannyiszorosdt az elsének
és a harmadiknak, akkor a folvett mennyiségek is egyenlség révén
(V. 17. D.) kiilon-kiilon ugyanannyiszorosai az egyik a mdsodiknak a
mdsik pedig a negyediknek.*

Legyen ugyanis az a els6 mennyiség a masodik b-nek ugyanannyi-
szorosa, mint a harmadik ¢ a negyedik d-nek, és vegyiik a-nak és c-nek
ugyanannyiszorosat, EF-et és GH-t. Azt allitom, hogy EF ugyan-
annyiszorosa b-nek, mint GH a d-nek.

Minthogy ugyanis ugyanannyiszorosa EF az a-nak, mint GH a c-
nek, ahany a-val egyenl6 mennyiség van EF-ben, annyi c-vel egyenld
van GH-ban. Osszuk fol EF-et az a-val
egyenld EK, KF, GH-t pedig a c-vel egyenl6 @ +—t+——

GL, LH mennyiségekre. Ekkor az EK, KF  p —
mennyiségek szama* egyenlS lesz a GL, LH E ‘f{
mennyiségek szdmaval. S minthogy ugyan-

annyiszorosa a a b-nek, mint ¢ a d-nek, s
EK egyenl§ a-val, GL pedig c-vel, igy ugyan- d +— L H
annyiszorosa EK a b-nek, mint GL a d-nek. (G t 3 4
Ugyanigy ugyanannyiszorosa KF a b-nek,

mint LH a d-nek. Minthogy teh4t az EK els6 mennyiség a masodik
b-nek ugyanannyiszorosa, mint a harmadik GL a negyedik d-nek, és
az otodik KF a mésodik b-nek ugyanannyiszorosa, mint a hatodik
LH a negyedik d-nek, igy az els6 és az o6todik Osszege, EF, a méaso-
dik b-nek ugyanannyiszorosa, mint a harmadik meg a hatodik, GH,
a negyedik f-nek (V. 2.).

Ha tehét egy els6 mennyiség egy masodiknak ugyanannyiszorosa,
mint egy harmadik egy negyediknek, és vessziik az els6nek és a
harmadiknak ugyanannyiszorosat, akkor... Eppen ezt kellett meg-
mutatni.

F.: V. 4.

L

C ———]

V. 4. Tétel
Ha egy elsé mennyiség egy mdsodikhoz ugyanigy aranylik, mint egy
harmadik egy negyedikhez, akkor — bdrhdnyszoros is a t0bbszorozés —
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az elsé és a harmadik ugyanannyiszorosa is ugyanigy ardnylik a md-
sodik és a negyedik ugyanannyiszorosdhoz, megfelel6en parositva Sket . *

Legyen ugyanis az a els6 mennyiségnek a masodik b-hez vald
aranya ugyanaz, mint a harmadik c-¢ a negyedik d-hez, és vegyiik
a-nak és c-nek ugyanannyiszorosat, e-t és f-et, b-nek és d-nek pedig egy
tetsz6leges masik ugyanannyiszorosat, g-t és h-t. Azt llitom, hogy f
tgy aranylik A-hoz, mint e a g-hez.

Vegyiik ugyanis e és fegy k és [ ugyanannyiszorosat, g-nek és h-nak
pedig egy tetszéleges masik m, illetve n ugyanannyiszorosat.

] =t C —

b — d —

e H—t—i f)—|——-—l

g =i h

k!— 4 | ll—-—-—-—-——-—q—-—-—-—-—-{
(e t i N + t 1

Minthogy ugyanannyiszorosa e az a-nak, mint f a c-nek, és ugyan-
annyiszorosat vettiik e-nek és fnek, k-t, illetve l-et, igy ugyanannyi-
szorosa k az g-nak, mint / a c-nek (V. 3.). Ugyanigy m ugyanannyi-
szorosa b-nek, mint n a d-nek. Minthogy ¢ ugy aranylik d-hez, mint
a a b-hez, és vettiik a-nak és c-nek k, illetve /, b-nek és d-nek pedig egy
tetszleges masik m, illetve n ugyanannyiszorosat, igy ha k nagyobb
m-nél, akkor [ is nagyobb n-nél, ha egyenlé vele, ez is egyenls, ha
kisebb, ez is kisebb. S k, illetve / az e-nek és f-nek ugyanannyiszorosa,
m illetve n pedig g-nek és h-nak egy tetsz8leges masik ugyanannyi-
szorosa; f tehat gy ardnylik A-hoz, mint e a g-hez (V. 5. D.).

Hatehategy. .. Eppen ezt kellett megmutatni.

Fi: Vii22:

V. 5. Tétel
Ha egy mennyiség ugyanannyiszorosa egy mdsiknak, mint az egyik
kivonando a mdsik kivonanddnak, akkor az egyik maradék is ugyan-
annyiszorosa lesz a mdsik maradéknak, ahdnyszorosa az egész mennyi-
ség az egész mdsiknak.*
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Legyen ugyanis az 4B mennyiség ugyanannyiszorosa a CD mennyi-
ségnek, mint az AE kivonand6é a CF kivonandénak. Azt allitom,
hogy az EB maradék is ugyanannyiszorosa lesz az FD maradéknak,
ahanyszorosa az egész AB az egész CD-nek.

Legyen ugyanis EB annyiszorosa GC-nek, ahanyszorosa AE a CF-
nek.

Minthogy ugyanannyiszorosa AE a CF-nek, mint EB a GC-nek,
igy AB ugyanannyiszorosa GF-nek, mint AE a CF-nek (V. 1.). A fel-
tétel szerint AF ugyanannyiszorosa CF-nek, mint 4B a CD-nek.
Ugyanannyiszorosa tehdt 4B a GF-nek és
CD-nek; igy egyenlS GF a CD-vel.** Vonjuk E
le a kozos CF részt, ekkor a maradék GC A} et B
egyenl6 a maradék FD-vel. Minthogy g , ¢ F, D
ugyanannyiszorosa AE a CF-nek, mint
EB a GC-nek, GC pedig egyenld FD-vel, igy ugyanannyiszorosa
AE a CF-nek, mint EB az FD-nek. A feltétel szerint AE ugyan-
annyiszorosa CF-nek, mint AB a CD-nek; ugyanannyiszorosa tehat
EB az FD-nek, mint 4B a CD-nek, azaz az EB maradék ugyan-
annyiszorosa lesz az FD maradéknak, ahdnyszorosa az egész AB az
egész CD-nek.

Ha tehét egy ... Eppen ezt kellett megmutatni.

V. 6. Tétel

Ha két mennyiség két mdsiknak ugyanannyiszorosa, és valamely
kivonandék e mdsik mennyiségeknek ugyanannyiszorosai, akkor a ma-
radékok is vagy egyenlék e mdsik mennyiségekkel, vagy ugyanannyi-
szorosai.*

Legyen ugyanis két mennyiség, AB és CD, két masiknak e-nek
és f-nek ugyanannyiszorosa, és legyenek az AG, CH kivonanddk
ezen e, illetve f mennyiségeknek ugyanannyiszorosai. Azt allitom,
hogy a GB, HD maradékok is vagy egyenlSk e-vel, illetve f-fel, vagy
ugyanannyiszorosaik.

Legyen ugyanis el6szor GB egyenld e-vel. Azt allitom, hogy HD is
egyenlé f-fel.

Vegyiik fol az ffel egyenl6 CK-t. Minthogy ugyanannyiszorosa
AG az e-nek, mint CH az f-nek, és GB egyenld e-vel, KC pedig f-fel,
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igy AB ugyanannyiszorosa e-nek, mint KH az fnek (V. 2.). 4B
viszont feltétel szerint ugyanannyiszorosa e-nek, mint CD az fnek;
ugyanannyiszorosa tehdt KH az f-nek, mint CD az f-nek. Minthogy
KH és CD ugyanannyiszorosa f-nek, igy KH
egyenl6 CD-vel.** Vonjuk le a koéz6s CH-t;

Arcd 'B igy a maradék KC egyenlS a maradék HD-vel.

e "'_(':" H De f egyenl6 KC-vel, HD is egyenl8 tehat
Kr+—————[) fel. Vonjuk le a k6zos CH-t; igy a mara-
fr— dék KC egyenls a maradék HD-vel. De f

egyenld KC-vel, tehat HD is egyenlS f-fel,
tugyhogy ha GB egyenlS e-vel, akkor HD is egyenld f-fel.
Hasonloképp mutathatjuk meg, hogy ha GB tobbszordse e-nek,
HD ugyanannyiszorosa lesz f~nek.

Ha tehét két ... Eppen ezt kellett megmutatni.

V. 7. Tétel
Egyenlé mennyiségeknek ugyanahhoz a mennyiséghez és ugyanazon
mennyiségeknek egyenlékhoz valo ardnya ugyanaz.

Legyenek a és b egyenl6 mennyiségek és ¢ egy tetszéleges harmadik
mennyiség. Azt llitom, hogy a-nak és b-nek c-hez val6 ardnya ugyanaz,
szintigy c-é a-hoz és b-hez.

Vegyiik ugyanis a-nak és b-nek d, illetve e ugyanannyiszorosat, s
c-nek egy tetsz6leges mésik f tobbszorosét.

Minthogy d ugyanannyiszorosa a-nak, mint e a b-nek, a pedig
egyenld b-vel, igy d is egyenld e-vel. fegy tetsz8leges masik mennyiség,
ha tehat d nagyobb f-nél, eis nagyobb fnél,
ha egyenl§ vele, ez is egyenl$, s ha kisebb a4+ d ————
nila, ez is kisebb. S d és e az anak és Hr— €+r——+——
b-nek ugyanannyiszorosai, f pedig c-nek ¢ fppy
egy tetszOleges mdsik tobbszorose; ugy
aranylik tehdt b a c-hez, ahogyan a (V. 5. D.).

Azt 4llitom, hogy c-nek a-hoz és b-hez valé ardnya is ugyanaz.

Az el6bbivel azonos konstrukci6 4ltal hasonléképp mutathatjuk
meg, hogy d egyenl§ e-vel. fegy masik mennyiség, ha tehét f nagyobb
d-nél, akkor e-nél is, ha egyenld vele, akkor e-vel is egyenld, és ha
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kisebb nala, akkor e-nél is kisebb. S fa c-nek egy tobbszordse, d és
e pedig a-nak és b-nek egy tetszGleges masik ugyanannyiszorosa;
ugy aranylik tehat ¢ a b-hez, ahogyan a-hoz (V. 5. D.).

Egyenl6 mennyiségeknek tehdt ugyanahhoz ...

F.: V. 10, 15,, 20-21., 25.; VL 2, 4., 10-12.; 14-17., 19., 30.,
54. L.; XL 31., 34.; XIL 15.

Kovetkezmény*

Ebbdl mar nyilvanvald, hogy ha mennyiségek aranyosak, akkor
forditva is ardnyosak. Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: V. 20-21, 24.; VI. 31.; X. 5-6., 14., 28., 43., 52., 68.; XI. 32.;
XII. 2., 5., 12518,

V. 8. Tétel

Nem egyenlé mennyiségek koziil a nagyobbnak ugyanazon mennyi-
séghez valo ardnya nagyobb, mint a kisebbé. Ugyanannak a mennyiség-
nek a kisebbhez valé ardnya nagyobb, mint a nagyobbhoz valé ardnya.

Legyenek AB és ¢ nem egyenlé mennyiségek, és legyen 4B a na-
gyobb, s d egy tetszleges masik mennyiség. Azt allitom, hogy 4B-nek
d-hez val6 ardnya nagyobb, mint c-¢, és
d-nek c-hez valé ardnya nagyobb, mint E
AB-hez valé ardnya. Ar————B

Minthogy 4B nagyobb e¢-nél, vegyiink ¢ ——
egy c-vel egyenlS BE-t. Az AE, EB meny- F G \H
nyiségek kisebbike tobbszordzve egyszer k
nagyobb lesz d-n€l (V. 4. D.). Legyen el6- '
szor AE kisebb EB-nél, tobbszorozzik @ i M ———
AE-t, és legyen FG egy d-nél nagyobb [ +—+— N F——+——i
tobbszorose, és ahanyszorosa FG az AE-
nek, annyiszorosa legyen GH is EB-nek, k pedig c-nek; és vegyiik
a d-nek [ kétszeresét, m haromszorosat és igy tovabb, mindig eggyel
tobbet, amig egy olyan tobbszérdséhez nem jutunk d-nek, mely elsé-
ként nagyobb k-nal. Vegyiik fol ezt az n-et, mely legyen négysze-
rese d-nek és elsGként nagyobb k-nil.

Minthogy k el8szor n-nél kisebb, igy k az m-nél nem Kkisebb.
S minthogy FG ugyanannyiszorosa 4E-nek, mint GH az EB-nek,
ugyanannyiszorosa FG az AE-nek, mint FH az AB-nek (V. 1.). FG
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viszont ugyanannyiszorosa AE-nek, mint k a c-nek; ugyanannyiszo-
rosa tehat FH az AB-nek, mint k a c-nek. FH és k tehat AB-nek, illetve
c-nek ugyanannyiszorosa. Tovabba, minthogy GH ugyanannyiszorosa
EB-nek, mint k a e-nek, s EB egyenl6 c-vel, GH is egyenl6 k-val. k
viszont nem kisebb m-nél, GH sem kisebb tehat m-nél. FG nagyobb
d-nél, a teljes FH tehat nagyobb d és m Osszegénél. d és m Osszege
viszont egyenld n-nel, minthogy m haromszorosa d-nek, m és d dsszege
pedig négyszerese, s nis négyszerese d-nek; m és d Osszege tehat egyenld
n-nel. FH viszont nagyobb m meg d-nél, FH tehat nagyobb n-nél;
de k nem nagyobb n-nél. S FH és k az AB-nek, illetve c-nek ugyan-
annyiszorosa, n pedig d egy masik tetszSleges tobbszordse; AB-nek
d-hez val6 arinya tehat nagyobb, mint ¢-é (V. 7. D.).

Azt is llitom, hogy d-nek c-hez valé ardnya nagyobb, mint AB-hez
valo aranya.

Az elGbbivel azonos konstrukcié altal hasonloképp mutathatjuk
meg, hogy n nagyobb k-nal, de nem nagyobb FH-nal. S n a d-nek egy
tobbszorose, FH és k pedig AB-nek, illetve c-nek tetszéleges masik
ugyanannyiszorosai. d-nek c-hez valé ardnya tehat nagyobb, mint
AB-hez val6 aranya. '

Legyen most AE nagyobb EB-nél. A kisebb EB tobbszorozve egy-
szer nagyobb lesz d-nél. Tobbszordzziik, és legyen GH a d-nél nagyobb

tobbszordse EB-nek; s ahanyszorosa GH

E az EB-nek, annyiszorosa legyen FG is
A——B AE-nek, k pedig c-nek. Hasonloképp mu-
c H G tathatjuk meg, hogy FH és k ugyanannyi-
F i H szorosa AB-nek, illetve c-nek. Vegyiik
fo =y hasonloképp d-nek azt az n t6bbszorosét,

mely elsGként nagyobb FG-nél; tigyhogy
dremt e FG ismét nem kisebb m-nél. GH nagyobb
[ 1 n ——+—— gnél, a teljes FH tehit nagyobb d meg
m-nél, azaz n-nél. k viszont nem nagyobb
n-nél, minthogy a GH-nal, azaz k-nil nagyobb FG sem nagyobb
n-nél. A fontiek mintajara, ugyanigy fejezziik be a bizonyitast.
Nem egyenl8 mennyiségek koziil tehit. .. Eppen ezt kellett meg-
mutatni,
F.: V. 9-10., 14., 20-21,
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= N9, Tétel

Mennyiségek, melyeknek ugyanahhoz a mennyiséghez vald ardnyuk
ugyanaz, egyenlék; s azok a mennyiségek, melyekhez ugyanannak
a mennyiségnek ugyanaz az ardnya, egyenldk.

Legyen ugyanis a-nak és b-nek c-hez valé ardnya ugyanaz. Azt
allitom, hogy a egyenlé b-vel.

Ha ugyanis nem egyenl6, akkor a-nak és b-nek c-hez valé ardnya
nem volna ugyanaz (V. 8.); de ugyanaz, egyenl8
tehat a a b-vel. a ——i b —op

Legyen most c-nek a-hoz és b-hez val6 ardnya " .
ugyanaz. Azt allitom, hogy a egyenlé b-vel. g

Ha ugyanis nem egyenld, akkor c-nek a-hoz és b-hez val6 ardnya
nem volna ugyanaz (V. 8.); de ugyanaz, egyenld tehit a a b-vel.

Mennyiségek tehét, ... Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VL 2-3,, 5-7., 14-15., 20-22., 26.; X. 6., 31., 34.; XII. 15.

V. 10. Tétel

Ha mennyiségeknek egy adott mennyiséghez vald ardnya létezik,
akkor kozillitk nagyobb az, amelyiknek ehhez valé ardnya nagyobb;
amelyikhez valé ardnya pedig az adott mennyiségnek nagyobb, az kisebb.
Legyen ugyanis g-nak c¢-hez val6 arinya nagyobb, mint b-é. Azt

allitom, hogy a nagyobb b-nél.
Ellenkez6 esetben ugyanis vagy egyenld a a b-vel, vagy kisebb nala.
Egyenl6nek nem egyenlS a a b-vel, mert akkor a-nak és b-nek c-hez
val6é aranya ugyanaz volna (V. 7.). De nem az,
a—— br—— nem egyenlS tehit a a b-vel. Nem is kisebb a
C ——i a b-nél, mert akkor a-nak c-hez valé ardnya
kisebb volna, mint b-¢ (V. 8.). De nem az, nem
kisebb tehdt a a b-nél. Megmutattuk, hogy nem is egyenld vele;

nagyobb tehat a a b-nél.

Legyen most c-nek b-hez valé aranya nagyobb, mint a-hoz vald
aranya. Azt éllitom, hogy b kisebb g-nal.

Ellenkez8 esetben ugyanis vagy egyenlS vele, vagy nagyobb néla.
Egyenl6nek nem egyenld b az a-val, mert akkor c-nek a-hoz és b-hez
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valé ardnya ugyanaz volna (V. 7.). De nem az, nem egyenld tehat a
a b-vel. Nem is nagyobb b az a-nal, mert akkor c-nek b-hez valé ardnya
kisebb volna, mint a-hoz valé ardnya (V. 8.). De nem az, nem nagyobb
tehat b az a-nil. Megmutattuk, hogy nem is egyenl§ vele; kisebb
tehét b az a-nal.

Ha tehét ... Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: V. 14, 20-21.

V. 11. Tétel

Az ugyanazon ardnnyal azonos ardnyok egymdssal is azonosak.

Aranyuljék ugyanis tgy ¢ a d-hez, mint a a b-hez, és e az f-hez,
mint ¢ a d-hez. Azt 4llitom, hogy e ugy aranylik f~hez, mint a a b-hez.

Vegyiik ugyanis a, ¢ és e valamely g, h, illetve k ugyanannyiszorosit,
és b-nek, d-nek és fnek egy tetszSleges masik /, m, illetve n ugyan-
annyiszorosat.

Minthogy ¢ ugy arénylik d-hez, mint a a b-hez, és ugyanannyi-
szorosat vettiik a-nak és c-nek, g-t, illetve h-t, b-nek és d-nek pedig
egy tetszGleges masik ugyanannyiszorosat, l-et, illetve m-et, igy ha g

nagyobb [-nél, akkor h is

a — C Ry e i nagyobb m-nél, és ha
b +—i e BT f egyenld vele, h is egyenld,

' T e a és ha kisebb, akkor h is
gt Wk K —— kisebb. Ismét, minthogy e
| ——+—m ——— n =+ qgy arinylik f-hez, mint ¢

a d-hez, és ugyanannyiszo-
rosat vettiik c-nek és e-nek, h-t, illetve k-t, d-nek és fnek pedig egy
tetszOleges masik ugyanannyiszorosat, m-et, illetve n-et, igy ha h na-
gyobb m-nél, akkor k is nagyobb n-nél, ha egyenld, k is egyenld, és
ha kisebb, k is kisebb. De ha & nagyobb m-nél, akkor g is nagyobb
I-nél, és ha egyenld, g is egyenld, és ha kisebb, g is kisebb; tgy-
hogy ha g nagyobb [-nél, akkor k is nagyobb n-nél, és ha egyenld,
k is egyenld, és ha kisebb, k is kisebb. S g és h az a-nak és e-nek
ugyanannyiszorosa, [ és n pedig b-nek, illetve f-nek tetszSleges masik
ugyanannyiszorosa; e tehat gy arinylik f~hez, mint a a b-hez.

Az ugyanazon ardnnyal azonos ardnyok tehat. .. Eppen ezt kellett
megmutatni,
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F.: V. 16, 18-21,, 23., 25.; VI 1-7., 10-12., 14-20., 22-26., 30.,
33.; X.6., 12.,-25., 27-28, 32., 54. L., 66-68., 91-92., 98., 100.,
102-103: 5 XTI d 75 31 XA 11 5 15

V. 12. Tétel

Ha valahdny mennyiség ardnyos, akkor az eldtagok dsszege gy
ardnylik az utétagok dsszegéhez, mint barmelyik eldtag az utdtagjdhoz.*

Legyen valahdny mennyiség, a, b, ¢, d, e és f ardnyos: ¢ a d-hez
és e az f-hez ugy aranyuljék, mint 4 a b-hez. Azt 4llitom, hogy a meg
¢ meg e gy aranylik b meg d meg f~hez, mint a a b-hez.

Vegyiik ugyanis a-nak, c-nek és e-nek g, h, illetve k ugyanannyi-
szorosat, b-nek, d-nek és fnek pedig tetszBleges masik [, m, illetve n
ugyanannyiszorosat.

Minthogy ¢ a d-hez és e az f-hez Ggy, ardnylik, mint a a b-hez, és
ugyanannyiszorosat vettitk a-nak, c-nek és e-nek, g-t, h-t, illetve k-t,
s tetszOleges mdsik ugyanannyiszorosat b-nek, d-nek és f-nek, l-et,
m-et, illetve n-et, igy ha g nagyobb /-nél, akkor h is nagyobb m-nél
és k az n-nél, és ha egyenld, ezek is
egyenldk, és ha kisebb, ezek is ki- @ +—— C +—— €
sebbek, igyhogy ha g nagyobb I-nél, p d +— f i
akkor g meg h meg k is nagyobb !/

meg m meg n-nél, és ha egyenld, ez is g ;. { — :
egyenld, és ha kisebb, ez is kisebb. 1 l-mt -
S g, és g meg h meg k az a-nak,il- K H—— =

letve @ meg ¢ meg e-nek ugyanannyi-
szorosa, minthogy ha valahidny mennyiség ugyanannyi mdsiknak
péaronként ugyanannyiszorosa, akkor annyiszorosa lesz az els6 meny-
nyiségek Osszege a masikak Osszegének, ahdnyszorosa az egyik els6
mennyiség egy (megfelel§) masiknak (V. 1.). Ugyanigy [, és [ meg m
meg n is ugyanannyiszorosa b-nek, illetve b meg d meg f-nek; a meg
¢ meg e tehat tigy ardnylik b meg d meg f-hez, mint a a b-hez.

Ha tehat valahdny. .. Eppen ezt kellett megmutatni.

F: Ve 15:5 VL 20,530 al03:1050 11 202 X1 4., 8. K., 12.,:17<K,

N 13: Tétel
Ha egy elsé mennyiségnek egy mdsodikhoz vald ardnya ugyanaz, mint
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egy harmadiké egy negyedikhez, a harmadiknak a negyedikhez valé ard-
nya viszont nagyobb, mint egy otodiké egy hatodikhoz, akkor az elsének
a mdsodikhoz vald ardnya is nagyobb, mint az 6todiké a hatodikhoz.
Legyen ugyanis az els6 mennyiségnek, a-nak, a masodik b-hez valé
ardnya ugyanaz, mint a harmadik ¢-é a negyedik d-hez, a harmadik
c-nek a negyedik d-hez val6 ardnya viszont legyen nagyobb, mint az
otodik e-€ a hatodik f~hez. Azt éllitom, hogy az els6 a-nak a maso-
dik b-hez valé ardnya is nagyobb, mint az 6todik e-é a hatodik f-hez.
Miutin létezik c-nek és e-nek olyan ugyanannyiszorosa, és d-nek
és fnek olyan tetszGleges masik ugyanannyiszorosa, hogy ¢ t6bbszo-
rése d tobbszorosénél nagyobb, e tobbszo-
d — mit—+—— I0se viszont nem nagyobb f tobbszordsénél
(V. 7. D.), vegyiink ilyeneket: legyen c-nek
és fnek ugyanannyiszorosa g, illetve h,
C —— g+ gnek é fnek pedig tetszSleges masik
d +— Kk +—+—— ugyanannyiszorosa k, illetve / tigy, hogy g
e —— A ——+— legyen nagyobb k-nél, de h ne legyen na-
£y R gy{_)bb [-nél. Ahénysz9rosa g a c-nek, any-
nyiszorosa legyen m is a-nak, s ahédnyszo-
rosa k a d-nek, annyiszorosa n is b-nek.
Minthogy ¢ tigy aranylik d-hez, mint @ a b-hez, és ugyanannyiszo-
rosat vettiik a-nak és c-nek, m-et és g-t, s valamely masik ugyanannyi-
szorosit b-nek és d-nek, n-et, illetve k-t, igy ha m nagyobb n-nél,
akkor g is nagyobb k-ndl, és ha egyenld, ez is egyenld, és ha kisebb,
ez is kisebb. g nagyobb k-nél, m is nagyobb tehat n-nél. h viszont nem
nagyobb /-nél. m és h ugyanannyiszorosa a-nak, illetve e-nek, n és /
valamely maésik ugyanannyiszorosa b-nek, illetve d-nek; a-nak b-hez
val6 aranya tehéat nagyobb, mint e-é f-hez.
Ha tehét egy. .. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: V. 14., 20-21.

b—= nr——

: V. 14, Tétel
Ha egy elsd mennyiségnek egy mdsodikhoz vald ardnya ugyanaz,
mint egy harmadiké egy negyedikhez, s az elsé mennyiség nagyobb
a harmadikndl, akkor a mdsodik is nagyobb a negyediknél, s ha egyenld,
ez is egyenld, s ha kisebb, ez is kisebb.
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Legyen ugyanis az els6 mennyiségnek, a-nak a mdasodik b-hez
valé arinya ugyanaz, mint a harmadik c-€ a negyedik d-hez, s legyen
a nagyobb c-nél. Azt 4llitom, hogy b is nagyobb d-nél.

Minthogy ugyanis @ nagyobb c-nél, b pedig valamely mésik mennyi-
ség, igy a-nak b-hez vald aranya nagyobb mint ¢-é (V. 8.). ¢ igy arany-
lik d-hez, mint a a b-hez, ¢-nek d-hez valé ara-
nya is nagyobb tehat, mint ¢-é b-hez (V. 13.). @ = C ket
Az viszont, amelyikhez valé arAnya ugyanannak p —— o +—
a mennyiségnek nagyobb, az kisebb (V. 10.);
kisebb tehat d a b-nél, ugyhogy b nagyobb d-nél.

Hasonloképp mutathatnank meg azt is, hogy ha a egyenld c-vel,
akkor b is egyenl§ d-vel, s ha a kisebb c¢-nél, akkor b is kisebb d-nél.

Ha tehat egy. .. Eppen ezt kellett megmutatni.

FiaVir16., 080 VI ORI 05 0 30313 o X110 2. Ko 5., 11..:18.;
XTIT2575:419: 012

VL5, Tétel
A részek ardnya pdronként ugyanaz, mint az ugyanannyiszorosaiké.*
Legyen ugyanis 4B ugyanannyiszorosa c-nek, mint DE az f-nek.
Azt allitom, hogy 4B tigy aranylik DE-hez, mint ¢ az f~hez.
Minthogy ugyanis AB ugyanannyiszorosa c-nek, mint DE az f-nek,
ahany c-vel egyenld mennyiség van 4B-ben, annyi f-fel egyenld van
DE-ben is. Osszuk fol 4B-t a c-vel egyenlé AG, GH, HB, a DE-t
pedig az f-fel egyenl6 DK, KL, LE mennyisé-
G H gekre. Ekkor az AG, GH, HB mennyiségek
A HK_L‘-—’ B c+— Szédma egyenld lesz a DK, KL, LE mennyisé-
I - gek szdmdaval. Minthogy AG, GH és HB
b E egyenl6k egyméssal, s DK, KL és LE is
egyenlS egymdssal, igy GH ugy ardnylik
KI-hez és HB az LE-hez, mint AG a DK-hoz (V. 7., 11.). Az el8tagok
Osszege tehat ugy ardnylik az utétagok Osszegéhez, mint az egyik
elGtag az utédtagjahoz (V. 12.); AB tehat ugy ardnylik DE-hez, mint
AG DK-hoz. AG viszont egyenld c-vel, s DK az f-fel; AB tehat tigy
ardnylik DE-hez, mint ¢ az f~hez (V. 7., 11.).
A részek arénya tehdt. .. Eppen ezt kellett megmutatni.
F.o V161 23:5 V1 ;, .33 2RI 17
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V. 16. Tétel

Ha négy mennyiség ardnyos, akkor folcserélve is ardnyos lesz.

Legyen négy mennyiség, a, b, ¢ és d ardnyos: amint a a b-hez, gy
c a d-hez. Azt 4llitom, hogy folcserélve is aranyosak lesznek: amint
a a c-hez, tigy b a d-hez.

Vegyiik ugyanis a-nak és b-nek e, illetve f, c-nek és d-nek pedig
tetsz6leges masik g, illetve h ugyanannyiszorosat.

Minthogy e ugyanannyiszorosa g-nak, mint f a b-nek, s a részek
arinya ugyanaz, mint az ugyanannyiszorosaiké (V. 15.), e gy ardnylik
fhez, mint a a b-hez. ¢ tigy arénylik d-hez, mint a a b-hez, e tehit tigy

aranylik f~hez, mint ¢ a d-hez (V. 11.). To-

a— Cii vabb4, minthogy g és h ugyanannyiszorosai
5 c-nek, illetve d-nek, g ugy ardnylik h-hoz, mint
— dii. 4 dher (V. 15). e tgy arfnylik fhez, mint

€ H+—+— g+ (a dhez, g teht Gigy ardnylik h-hoz, mint e
f +——— h = az f-hez (V. 11.). Ha viszont négy mennyiség
aranyos, s az els6 mennyiség nagyobb a harma-
diknal, akkor a mésodik is’nagyobb a negyediknél, s ha egyenl, ez is
egyenld, s ha kisebb, ez is kisebb (V. 14.)."Ha teh4t e nagyobb g-nél,
f is nagyobb h-nél, s ha egyenlS, ez is egyenld, s ha kisebb, ez is
kisebb. S e és f az a-nak, illetve b-nek ugyanannyiszorosa és g, h a
c-nek, illetve d-nek tetszSleges masik ugyanannyiszorosa; b tehat gy
aranylik d-hez, mint a a c-hez.
Ha tehat négy. . . Eppen ezt kellett megmutatni,
F.: V. 19, 23.; VL 4., 19-20., 22. L. 24-25.; X. 27-28., 66-68.,
103-105., 113-114.; XI1. 23.; XII. 2., 2. K., 4-5., 11-12., 18.

V17 Tétel

Ha osszetett mennyiségek ardnyosak, akkor szétbontva is ardnyosak.*

Legyenek az AB, BE, CD, DF 6sszetett mennyiségek ardnyosak,
CD a DF-hez, mint AB a BE-hez. Azt 4llitom, hogy szétbontva is ara-
nyosak, CF a DF-hez, mint AE az EB-hez.

Vegyiik ugyanis AE-nek, BE-nek, CF-nek és DF-nek GH, HK, LM,
illetve MN, BE-nek és DF-nek pedig tetsz8leges mésik KO, NO ugyan-
annyiszorosat.

Minthogy GH ugyanannyiszorosa AE-nek, mint HK a BE-nek, GH
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ugyanannyiszorosa AE-nek, mint GK az AB-nek (V. 1.). GH ugyari-
annyiszorosa AE-nek, mint LM a CF-nek, GK tehat ugyanannyiszorosa
AB-nek, mint LM a CF-nek. Ismét, minthogy LM ugyanannyiszorosa
CF-nek, mint MN a DF-nek, LM ugyanannyiszorosa CF-nek, mint

o L
CI--E———lDL.M {V —1 0

LN a CD-nek (V. 1.). LM ugyanannyiszorosa volt CF-nek, mint GK az
AB-nek, GK tehat ugyanannyiszorosa 4AB-nek, mint LN a CD-nek.
GK, LN tehat ugyanannyiszorosa 4B-nek, illetve CD-nek. Tovabba,
minthogy HK ugyanannyiszorosa BE-nek, mint MN a DF-nek, s KO is
ugyanannyiszorosa BE-nek, mint NQ a DF-nek, a HO 08sszeg is
ugyanannyiszorosa BE-nek, mint MQ a DF-nek (V. 2.). Minthogy CD
tgy aranylik DF-hez, mint AB a BE-hez, és vettiik AB-nek és CD-nek
GK, illetve LN, BE-nek és DF-nek pedig HO, illetve MQ ugyanannyi-
szorosat, ha GK nagyobb HO-nl, akkor LN is nagyobb MQ-nil, és ha
egyenld, egyenld, s ha kisebb, kisebb. Legyen most GK nagyobb HO-
nél. Levonva a k6zos HK-t, GH is nagyobb KO-nél. De ha GK na-
gyobb HO-nal, akkor LN is nagyobb MQ-nél; nagyobb tehit LN az
MQ-nal. Levonva a kozds MN-et, LM is nagyobb NQ-ndl, tgyhogy ha
GH nagyobb KO-nél, akkor LM is nagyobb NQ-nal. Hasonloképp
mutathatnank meg azt is, hogy ha GH egyenlé KO-val, akkor LM is
egyenl6 NQ-val, s ha kisebb, kisebb. S GH, LM az AE-nek, illetve CF-
nek ugyanannyiszorosa, KO és NQ pedig BE-nek, illetve DF-nek
tetsz6leges masik ugyanannyiszorosa; CF tehat ugy aranylik DF-hez,
mint AF a BE-hez.
Ha tehdt. . . Eppen ezt kellett megmutatni.
F.: V. 18-19.; X. 14., 112.

V. 18, Tétel
Ha szétbontott mennyiségek ardnyosak, akkor dsszetéve is ardnyosak.*
Legyenek az AE, EB, CF, FD szétbontott mennyiségek ardnyosak,
CF az FD-hez, mint AE az EB-hez. Azt éllitom, hogy Osszetéve is
aranyosak, CD az FD-hez, mint AB az EB-hez.
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Ha ugyanis CD nem tigy aranylik FD-hez, mint AB az EB-hez, akkor
CD egy FD-nél kisebb vagy nagyobb mennyiséghez aranylik tgy,
mint 4B az EB-hez.

Legyen ez a mennyiség eldszor egy kisebb GD. Minthogy CD tgy
aranylik GD-hez, mint 4B az EB-hez, Gsszetett mennyiségek aranyo-
sak, tgyhogy szétbontva is ardnyosak (V. 17.). CG tehat tigy aranylik

GD-hez, mint AE az EB-hez. Feltevés szerint

= CF is gy aranylik FD-hez, mint AE az EB-

A F B hez, CF tehét tigy arhnylik-ED-hez, mint

C ———++— D CGaGD-hez (V. 11.). De a CG els§ meny-

nyiség nagyobb a harmadik CF-nél, a ma-

sodik GD is nagyobb tehdt a negyedik FD-nél (V. 14.). Azonban

kisebb is ndla, s ez lehetetlen, CD tehit nem aranylik Ggy egy FD-

nél kisebb mennyiséghez, mint 4B EB-hez. Hasonléképp mutathat-

nank meg, hogy egy nagyobbhoz sem; magdhoz FD-hez aranylik
tehat igy.

Ha tehat. . . Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: Vo243 VL. 24:5 X, 54. L., 68.; 105.; XIL. 6.5 X1 11.

V. 19. Tétel

Ha egy kisebbitendd vigy ardnylik egy mdsik kisebbitenddhiz, mint
egy kivonandé egy mdsik kivonandchoz, akkor az egyik maradék is iigy
aranylik a mdsik maradékhoz, mint az egyik kisebbitendé a mdsik
kisebbitendéhéz.*

Aranyuljék ugyanis az AE kivonando6 a CF kivonandéhoz, mint az
AB kisebbitend6 a CD kisebbitend6hoz. Azt allitom, hogy az EB
maradék is gy aranylik az FD maradékhoz, mint az 4B kisebbitendd
a CD kisebbitendGhoz.

Minthogy ugyanis AFE tigy ardnylik CF-hez, mint 4B a CD-hez, fol-
cserélve is CD ugy aranylik CF-hez, mint

AB az AE-hez (V. 16.). S minthogy igy £ B
Osszetett mennyiségek ardnyosak, szétbont- A e

va s ardnyosak (Vi 17.); FD a CF-hez, € —+———+D
mint EB az AE-hez; s folcserélve is: AE a

CF-hez, mint EB az ED-hez (V. 16.). Az AB kisebbitendd viszont fel-
tevés szerint tgy aranylik a CD kisebbitend6hdz, mint AE a CF-hez.
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Az EB maradék is ugy aranylik tehat az FD maradékhoz, mint az 4B
kisebbitend§ a CD kisebbitend6hoz (V. 11.).

Ha tehét. . . [Eppen ezt kellett megmutatni. ]

F.: V. 25.; X. 66-67., 113-114.

[Minthogy megmutattuk, hogy EB tgy aranylik FD-hez, mint AB
CD-hez, folcserélve is: CD az FD-hez, mint AB az EB-hez (V. 16.).
Tgy sszetett mennyiségek arAnyosak. Megmutattuk, hogy ugyanakkor
AB tigy aranylik AE-hez, mint AB az AE-hez; s folforgatva vannak.]

Kovetkezmény ;

Ebbdl mar nyilvanvald, hogy ha sszetett mennyiségek ardnyosak,
akkor folforgatva is ardnyosak.* Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: X.29-30., 48-52., 85-90., 113.

V. 20. Tétel

Ha van hdrom mennyiség és ugyanannyi mdsik, melyek kettesével
mindig ugyanabban az ardnyban dllnak, s egyenld (sok tagon) dt az elsé
nagyobb a harmadikndl, akkor a negyedik is nagyobb a hatodikndl,
s ha egyenld, egyenld, s ha kisebb, kisebb.*

Legyen a, b és ¢ hArom mennyiség, s d, e, fugyanannyi mésik, me-
lyek kettesével mindig ugyanabban az aranyban llnak, d az e-hez, mint
a a b-hez és e az f~hez, mint b a c-hez, s egyenlS (sok tagon) 4t legyen
a nagyobb c-nél. Azt allitom, hogy d is nagyobb f-nél, s ha egyenl§,
egyenld, s ha kisebb, kisebb.

Minthogy a nagyobb c-nél, b pedig valamely méasik mennyiség, s a
nagyobbnak ugyanazon mennyiséghez valé ardnya nagyobb, mint a
kisebbé (V. 8.), a-nak b-hez vald ardnya na-
gyobb, mint c-é. Viszont d tigy ardnylik e-hez, g | 1 d i
mint a a b-hez, f pedig — invertélva (V. 7. K.)

— e-hez, mint ¢ a b-hez, d-nek e-hez val6 ara- b l"_' : B H g
nya is nagyobb tehét, mint f-¢é (V. 13.) e-hez. ct Pf :
Ha viszont mennyiségeknek egy adott meny-

nyiséghez valé ardnya létezik, akkor koziilikk nagyobb az, amelyiknek
ehhez val6 ardnya nagyobb (V. 10.); d tehit nagyobb f-nél. Hasonl6-
képp mutathatnank meg azt is, hogy ha a egyenl§ c-vel, d is egyenl
ffel (V. 7., 7. K., 11., 9.), s ha kisebb, kisebb.
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Ha tehat van. . . ]:prcn ezt kellett megmutatni,
Fo5 Vi 99

Ve 2l betel

Ha van hdrom mennyiség és ugyanannyi mdsik, melyek kettesével
— keresztezédden — mindig ugyanabban az ardnyban dlinak, s egyenld
(sok tagon) dt az elsé nagyobb a harmadikndl, akkor a negyedik is
nagyobb a hatodikndl, s ha egyenld, egyenld, s ha kisebb, kisebb.*

Legyen a, b és ¢ harom mennyiség, s d, e, f ugyanannyi masik, me-
lyek kettesével — keresztez6dGen — mindig ugyanabban az arAnyban 411-
nak, e az f-hez, mint a a b-hez, d pedig e-hez, mint b c-hez, s egyenld
(sok tagon) 4t legyen a nagyobb c-nél. Azt llitom, hogy d is nagyobb
f-nél, s ha egyenl8, egyenld, s ha kisebb, kisebb.

Minthogy a nagyobb c¢-nél, b pedig valamely masik mennyiség,
a-nak b-hez valé aranya nagyobb, mint ¢-€ (V. 8.). Viszont e Gigy ardny-

lik f~hez, mint a a b-hez, invertalva (V. 7.

at 1 d i | K.) pedig d-hez, mint ¢ a b-hez, e-nek
Bl el , fhez valé aranya is nagyobb tehat, mint

2 ; ] . e-¢ d-hez (V. 13.). Az viszont, amelyikhez
e e 0 ¢ valé ardnya ugyanannak a mennyiségnek

nagyobb, kisebb (V. 10.); kisebb tehat f

a d-nél, s nagyobb d az fnél. Hasonléképp mutathatnank meg azt
is, hogy ha a egyenl6 c-vel, d is egyenld f-fel (V. 7., 11., 9.), s ha
kisebb, kisebb.

Ha tehat van. . . Eppen ezt kellett megmutatni.

Fo =03

N #22.: Tétél

Ha van valahdny mennyiség és ugyanannyi mdsik, melyek kettesével
mindig ugyanabban az ardnyban dllnak, akkor egyenlé (sok tagon)
dat is ugyanabban az ardnyban dllnak.*

Legyen a, b és ¢ valahidny mennyiség, s d, e, f ugyanannyi masik,
melyek kettesével mindig ugyanabban az aranyban allnak, d az e-hez,
mint a a b-hez és e az f~hez, mint b a c-hez. Azt allitom, hogy egyenl6
(sok tagon) 4t is ugyanabban az aranyban 4llnak.

Vegyiik ugyanis a-nak és d-nek g, h, b-nek és e-nek tetszéleges mésik
k, I, végiil c-nek és f-nek tetsz6leges masik m, n ugyanannyiszorosat.
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Minthogy d gy ardnylik e-hez, mint a a b-hez, és ugyanannyiszo-
rosat vettitk a-nak és d-nek, g-t, illetve h-t, s tetsz6leges mésik ugyan-
annyiszorosat b-nek és e-nek, k-t, illetve l-et, h igy ardnylik /~hez, mint
g a k-hoz (V. 4.). Ugyanigy [ tigy ardnylik n-hez, mint k az m-hez.
Minthogy g, k és m harom mennyiség és h, I, n ugyanannyi maésik,

A — b+ c —i
d = &= A=
gFs i m——
hl—— | ==

melyek kettesével mindig ugyanabban az aranyban allnak, ha egyenld
(sok tagon) 4t g nagyobb m-nél, h is nagyobb n-nél, s ha egyenld,
egyenld, s ha kisebb, kisebb (V. 20). S g és h az a-nak és d-nek, m és n
pedig c-nek és fnek tetszdleges masik ugyanannyiszorosa, d tehét
ngy aranylik f~hez, mint a a c-hez.

Ha tehat van. . . Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: V. 24.; VI 4., 20., 22-24.; X. 5-6., 12., 14., 50., 53., 87., 90.;
XI. 27.; XIL. 6., 12.

V. 23. Tétel

Ha van hdrom mennyiség és ugyanannyi mdsik, melyek kettesével
— keresztezédben — mindig ugyanabban az ardnyban dllnak, akkor
egyenld (sok tagon) dt is ugyanabban az ardnyban dllnak.*

Legyen a, b és ¢ harom mennyiség, s d, e, fugyanannyi masik, melyek
kettesével — keresztez6d6en — mindig ugyanabban az ardnyban 4ll-
nak, e az f-hez, mint a a b-hez, d az e-hez, mint b a c-hez. Azt dllltom,
hogy d Gigy ardnylik f~hez, mint a a c-hez.

Vegyiik a-nak, b-nek és d-nek g, h, k, c-nek, e-nek és f-nek pedig
tetszGleges masik /, m, » ugyanannyiszorosat.

Minthogy g és h az a-nak, illetve b-nek ugyanannyiszorosa, a részek
ardnya viszont ugyanaz, mint az ugyanannyiszorosaiké (V. 15.), g tigy
aranylik A-hoz, mint @ a b-hez. Ugyanigy m tgy aranylik n-hez, mint
e az f~hez. e ugy aranylik f~hez, mint a a b-hez, m tehat gy aranylik
n-hez, mint g a h-hoz (V. 11.). Minthogy d tigy aranylik e-hez, mint
b a c-hez, felcserélve ¢ figy ardnylik e-hez, mint b a d-hez (V. 16.).
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Minthogy & és k a b-nek, illetve d-nek ugyanannyiszorosa, a részek
aranya viszont ugyanaz, mint az ugyanannyiszorosaiké (V. 15.),
h Ggy aranylik k-hoz, mint b a d-hez. De ¢ tigy aranylik e-hez, mint b a
d-hez, c tehat gy ardnylik e-hez, mint & a k-hoz (V. 11.). Ismét, mint-

ar— b= c
d+—i e —i fi—
g —t—t—t h by [ —+—q
e e o e e I M

hogy I és m a c-nek, illetve e-nek ugyanannyiszorosa, / ugy aranylik
m-hez, mint ¢ az e-hez (V.15.). De h Gigy aranylik k-hoz, mint ¢ az e-
hez, [ tehat gy aranylik m-hez, mint h a k-hoz (V.11.), és folcserélve
k gy aranylik m-hez, mint h az [-hez (V. 16.). Megmutattuk azt is,
hogy m gy aranylik n-hez, mint g a h-hoz. Minthogy igy van harom
mennyiség, g, h, [, s ugyanannyi masik, k, m, n, melyek kettesével
— keresztez8dBen — mindig ugyanabban az ardnyban allnak egyenld
(sok tagon) 4t, ha g nagyobb /-nél, k is nagyobb n-nél, s ha egyenld,
egyenld, s ha kisebb, kisebb (V. 21.). S g és k az a-nak, illetve d-nek,
1 és n pedig c-nek, illetve f-nek ugyanannyiszorosa, d tehat gy ardnylik
f-hez, mint a a c-hez.
Ha tehat van. . . Eppen ezt kellett megmutatni.

V. 24. Tétel

Ha egy elsé mennyiségnek egy mdsodikhoz ugyanaz az ardnya,
mint egy harmadiknak egy negyedikhez, és egy otodiknek is ugyanaz az
ardnya a mdsodikhoz, mint egy hatodiknak a negyedikhez, akkor az elsé
és otadik dsszege is ugyanmigy ardnylik a mdsodikhoz, mint a harmadik
és hatodik 6sszege a negyedikhez.*

Legyen ugyanis az elsé mennyiségnek, 4B-nek, a masodikhoz, ¢c-hez
valé ardnya ugyanaz, mint a harmadiké, DE-é, a negyedikhez, f~hez,
s az 6todiknek, BG-nek, a masodik c-hez vald ardnya is legyen ugyan-
az, mint a hatodiké, EH-¢é, a negyedik f~hez. Azt allitom, hogy az els6
és az 6todik AG Osszege is ugyantgy aranylik a mésodik c-hez, mint a
harmadik és a hatodik DH Gsszege a negyedik f~hez.
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Minthogy ugyanis EH tigy aranylik f-hez, mint BG a c-hez, inver-
talva f gy ardnylik EH-hoz, mint ¢ a BG-hez (V. 7. K.). Minthogy DE
ugy ardnylik fhez, mint AB a c-hezés f az
EH-hoz, mint ¢ a BG-hez, egyenl§ (sok ta- B
gon) 4t DE gy ardnylik EH-hoz, mint 4Ba A r———+—G
BG-hez (V. 22.). Minthogy igy szétbontott € H————— E
mennyiségek aranyosak, dsszetéve is ardnyo- D pb——-F—|H
sak (V. 18.): DH az EH-hoz, mint AG a BG- f —
hez. Viszont EH tgy aranylik f~hez, mint BG
a c-hez, egyenl§ (sok tagon) at tehat DH
ugy aranylik f-hez, mint AG a c-hez (V. 22.).

Ha teh4t egy... Eppen ezt kellett megmutatni.

F.: VIS 1o X608

V.. 25. Tétel

Ha négy mennyiség ardnyos, akkor a legnagyobb és a legkisebb
osszege nagyobb, mint a maradék kettdé.*

Legyen négy mennyiség, AB, CD, e és f aranyos, e az f-hez, mint
AB a CD-hez, és legyen 4B koziiliik a legnagyobb, f pedig a legkisebb.
Azt allitom, hogy AB meg fnagyobb, mint CD mege.

Vegyiink ol egy e-vel egyenld AG-t és egy f-fel egyenld CH-t
(V.14. = CD= f, ha AB= e)

Minthogy e tgy aranylik f-hez, mint 4B a CD-hez, és e egyenl§
AG-vel, f pedig CH-val, AG tgy aranylik CH-hoz, mint AB a CD-hez

G (V. 7., 11.).* Minthogy az AG kivonandé ugy ardny-
| lik a CH kivonand6hoz, mint az AB kisebbitendd
4 B a CD kisebbitend6hoz, a GB maradék is igy ardny-

el H lik a HD maradékhoz, mint az 4B kisebbitendd a
C——"54D v an kisebbitend6hoz (V. 19.). 4B nagyobb CD-nél,
f — GB is nagyobb tehat HD-nal (V. 16., 14.). Mint-

hogy AG egyenl§ e-vel, f pedig CH-val, AG meg f
egyenld CH meg f-fel. Minthogy ha nem egyenl8khozegyenlSket adunk
hozz4, az Gsszegek nem egyenlSk (4. Ax.), ha GB-hez hozzdadjuk AG
meg f-et, HD-hez pedig CH meg e-t, Iévén GB és HD nem egyenld, s
GB a nagyobb, kovetkezik, hogy 4B meg f nagyobb, mint CD mege.

Ha tehat négy. . . Eppen ezt kellett megmutatni.
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